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1 Prawdopodobieństwo

Odcinek na prostej ma jednoznacznie rozumian ¾a d÷ugóśc.
Odwo÷uj ¾ac si¾e do intuicji mo·zna bez trudu poj¾ecie d÷ugósci
rozszerzýc na zbiory b¾ed ¾ace rezultatem operacji sumowania
i mno·zenia wykonanych na odcinkach skończenie wiele
razy. Mo·zna pój́śc jeszcze dalej i je uogólníc na sytuacj¾e
przeliczalnej liczby tych operacji. Mówimy jednak wtedy
nie o d÷ugósci otrzymanych w ten sposób zbiorów, lecz o
ich mierze.
Dla nas wyj́sciowe odcinki zawarte s ¾a w zbiorze 
 =

[0; 1], zbiory otrzymane w wyniku przeprowadzenia wspom-
nianych operacji s ¾a zdarzeniami, a ich miara jest praw-
dopodobieństwem. Jésli zatem zdarzenie, czyli nasz zbiór
zawarty w 
, oznaczymy jako A, to jego miar¾e, czyli
prawdopodobieństwo b¾edziemy zapisywác jako PfAg. Jest
oczywiste, ·ze 0 � PfAg � 1. Elementy zbioru 
 b¾edziemy
oznaczali jako !.
Warto przypomniéc, ·ze

� PfA [ Bg = PfAg + PfBg, jésli zdarzenia A i B s ¾a
roz÷¾aczne,

� PfA \Bg = PfAjBgPfBg,
� jésli zdarzenia Bi s ¾a roz÷¾aczne i

P
iBi = 1, to PfAg =P

i PfAjBigPfBig, które to wyra·zenie nazywa si¾e
wzorem Bayesa.

2 Zmienna losowa

Zmienn ¾a losow ¾a X(!) nazywamy funkcj¾e okréslon ¾a na
zbiorze 
 = [0; 1], rys 2.1. Dla prostoty b¾edziemy j ¾a zwykle
oznaczác krótko jako X. Jej dystrybuanta F (x), to

F (x) = PfX < xg:

x

X(T)

T
0

1
P{X(T)<x}=F(x)

Rys. 2.1: Przyk÷ad zmiennej losowej X(!).

Jest oczywiste, ·ze 0 � F (x) � 1, F jest funkcj ¾a
niemalej ¾ac ¾a oraz limx!�1 F (x) = 0, limx!1 F (x) = 1,
patrz rys. 2.2.

1

x

F(x)

Rys. 2.2: Przyk÷ad dystrybuanty F (x).

Przyk÷ad 2.1 Na rys. 2.3 przedstawione s ¾a trzy zmienne
losowe dotycz ¾ace rzutu kostk ¾a. Dla ka·zdej z nich bowiem
PfX = 1g = � � � = PfX = 6g = 1=6. Rys. 2.4 przedstawia
ich wspóln ¾a dystrybuant ¾e.

6

0

2
3
4
5

1

1

6

0

2
3
4
5

1

1

6

0

2
3
4
5

1

1

Rys. 2.3: Rzut kostk ¾a, przyk÷adowe zmienne losowe.
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Rys. 2.4: Rzut kostk ¾a, dystrybuanta.

G¾estóśc prawdopodobieństwa f(x), patrz rys. 2.5,

f(x) =
d

dx
F (x)

jest funkcj ¾a nieujemn ¾a i ponadtoZ x

�1
f(�)d� = F (x);

Z 1

�1
f(x)dx = 1:

x
f(x)

Rys. 2.5: Przyk÷adowa g¾estóśc prawdopodobieństwa f(x).

Jest wi¾ec oczywiste, ·ze dla odcinka (a; b) ma miejsce
równóśc PfX 2 (a; b)g = PfX < bg � PfX < ag =
F (b)� F (a) =

R b
a
f(x)dx. Na tej samej zasadzie

PfX 2 Ag =
Z
A

f(x)dx;

dla ka·zdego zbioru A.
Wartóśc średnia zmiennej losowej X, to naturalnie

EX =

Z 1

0

X(!)d!: (2.1)

Aby j ¾a wyliczýc, ustalmy punkty xi na ca÷ej prostej w ten
sposób, ·ze : : : < x�2 < x�1 < x0 < x1 < x2; : : :, przy czym
xi+1 � xi = �. Dla ma÷ego � zatemZ 1

0

X(!)d! t
X
i

xiPfxi � X(!) < xi+1g

=
X
i

xi

Z xi+1

x1

f(x)dx t
X
i

Z xi+1

x1

xf(x)dx

=

Z 1

�1
xf(x)dx;

patrz rys. 2.6. Pokazalísmy w ten sposób, ·ze

EX =

Z
xf(x)dx;
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2 1. Sprawy podstawowe

która to wielkóśc nazywa si¾e wartósci ¾a oczekiwan ¾a. Jest
oczywiste, ·ze

EfaX + bY g = aEX + bEY:

X(T)

1

xi

P{xi#X(T)<xi+1}

xi!1

xi+1

xi+2

Rys. 2.6: Suma pól zacienionych prostok ¾atów, to xiPfxi �
X(!) < xi+1g.

Momentem rz¾edu n nazywa si¾e

EXn =

Z
xnf(x)dx:

Wariancj¾e, oznaczan ¾a jako varX, b ¾ad́z �2X , b ¾ad́z �
2 w

sytuacji jednoznacznej, de�niuje si¾e jako

�2 = varX = E(X � EX)2 = EX2 � E2X:

Warto przytoczýc w tym miejscu nierównóśc Schwarza

E jXY j �
p
EX2EY 2; (2.2)

z której wynika, ·ze E2jXj � EX2.
Nierównóśc Czebyszewa to

PfjXj > "g � 1

"
EjXj; (2.3)

dla ka·zdego " > 0. Jésli zatem EX = 0, to EX2 = �2, sk ¾ad
wynika

PfjXj > "g � 1

"
EjXj � 1

"

p
EX2 � 1

"
�:

3 Rozk÷ady prawdopodobieństwa

3.1 Rozk÷ad równomierny

Rozk÷ad równomierny ma g¾estóśc, patrz rys. 3.1, i dystry-
buant¾e jak poni·zej:

f(x) =

�
1; dla 0 � x � 1
0; dla pozosta÷ych x;

F (x) =

8<: 0; dla x < 0
x; dla 0 � x � 1
1; dla 1 < x:

x

0 1

x

0 1

1 1

Rys. 3.1: G¾estóśc i dystrubuanta rozk÷adu równomiernego.

3.2 Rozk÷ad trójk ¾atny

Rozk÷ad trójk ¾atny ma g¾estóśc, rys. 3.2,

f(x) =

8<: 0; dla x < 0
2(1� x); dla 0 � x � 1
0; dla 1 < x:

x

0 1

2

Rys. 3.2: G¾estóśc rozk÷adu trójk ¾atnego.

3.3 Rozk÷ad normalny

Rozk÷ad normalny, rys. 3.3, czyli Gaussa, ma g¾estóśc

f(x) =
1p
2��

e�(x��)
2=2�2 ;

gdzie � = EX oraz � = varX. Dystrybuanty nie mo·zna
wyrazíc w postaci analitycznej.

Rys. 3.3: G¾estóśc rozk÷adu normalnego, � = 0.

3.4 Rozk÷ad wyk÷adniczy

G¾estóśc rozk÷adu wyk÷adniczego, to:

f(x) =

�
0; dla x < 0
�e��x; dla 0 � x;

Jej dystrybuant ¾a jest

F (x) =

�
0; dla x < 0
1� e��x; dla 0 � x:

Dla rozk÷adu tego EX = 1=� oraz varX = 1=�2.

Rys. 3.4: G¾estóśc rozk÷adu wyk÷adniczego.

3.5 Rozk÷ad Laplace�a

G¾estóśc rozk÷adu Laplace�a dana jest wzorem:

f(x) =
1

2
e�jxj;

patrz rys. 3.5. Jej dystrybuant ¾a jest

F (x) =

8><>:
1

2
ex dla x < 0

1� 1
2
e�x; dla x � 0:

Dla rozk÷adu tego EX = 0 oraz varX = 2.
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1. Sprawy podstawowe 3

Rys. 3.5: G¾estóśc rozk÷adu Laplace�a.

3.6 Rozk÷ad Cauchy�ego

Jésli zmienna losowa X ma g¾estóśc

f(x) =
�

�(x2 + �2)
;

patrz rys. 3.6, to mówimy, ·ze ma ona rozk÷ad Cauchy�ego.
Jej dystrybuant ¾a jest

F (x) =
1

2
+
1

�
arctan

�x
�

�
:

Rozk÷ad ten nie ma ·zadnego skończonego momentu, tzn.
EXn =1, n = 1; 2; : : :.

Rys. 3.6: G¾estóśc rozk÷adu Cauchy�ego.

Jés÷i niezale·zne zmienne losowe X i Y maj ¾a rozk÷ad
normalny, to X=Y ma rozk÷ad Cauchy�ego.

3.7 Rozk÷ad logistyczny

Jésli zmienna losowa X ma g¾estóśc

f(x) =
1

2 + ex + e�x
=

e�x

(1 + e�x)
2 ;

rys. 3.7, to mówimy, ·ze ma ona rozk÷ad logistyczny. Jej
dystrybuant ¾a jest

F (x) =
1

1 + e�x
:

Dla rozk÷adu tego EX = 0, varX = �2=3. Rozk÷ad
ten s÷u·zy do opisywania zjawisk zu·zywania si¾e cz¾ésci, czy
procesów, w których zachodzi efekt nasycenia.

Rys. 3.7: G¾estóśc rozk÷adu logistycznego.

3.8 Rozk÷ad Pareto

Jésli zmienna losowa X ma g¾estóśc, patrz rys. 3.8,

f(x) =

(
0; dla x < b
aba

xa+1
; dla b � x;

gdzie b > 0, to mówimy, ·ze ma ona rozk÷ad Pareto. Jej
dystrybuant ¾a jest

F (x) =

8<:
0; dla x < b

1�
�
b

x

�a
; dla b � x:

Dla rozk÷adu tego EX = 1 dla a < 1 oraz ab= (a� 1) dla
1 � a. Ponadto, dla 1 � a, varX = ab2=(a � 2) (a� 1)2.
Rozk÷ad Pareto stosowany jest do przedstawienia np.
rozk÷adu dochodów w spo÷eczeństwie.

a/b

x

b
Rys. 3.8: G¾estóśc rozk÷adu Pareto.

3.9 Rozk÷ady dyskretne

3.9.1 Rozk÷ad zero-jedynkowy

O rozk÷adzie zero-jedynkowym mówimy, jésli zmienna
losowa przyjmuje dwie wartósci: 0 lub 1. Dla przyk÷adu,
dla dowolnej zmiennej losowej X i dowolnego zdarzenia A
zde�niujemy zmienn ¾a losow ¾a

� =

�
1; jésli X 2 A
0; jésli X =2 A:

Jésli X 2 A, tzn. � = 1, to mówimy o sukcesie. Ma ona
rozk÷ad zero�jedynkowy, w którym Pf� = 1g = PfX 2 Ag
i jest prawdopodobieństwem sukcesu.

3.9.2 Rozk÷ad dwumianowy

Procesem Bernouliego nazywa si¾e ci ¾ag niezale·znych zmien-
nych losowych �; �1; �2; �3; � � � , z których ka·zda ma rozk÷ad
jak w § 3.9.1. Zmienna

Sn = �1 + �2 + � � �+ �n

ma rozk÷ad nazywany dwumianowym. Jest ona liczb ¾a
sukcesów w procesie Bernouliego o d÷ugósci n. Mo·zna
wykazác, ·ze

PfSn = kg =
�
n

k

�
pk(1� p)n�k;

gdzie p = Pf� = 1g jest prawdopodobieństwem sukcesu.

3.9.3 Rozk÷ad geometryczny

Zmienna losowa X przyjmuj ¾aca wartósci ze zbioru
f1; 2; � � � g ma rozk÷ad geometryczny z parametrem p, jésli

PfX = kg = (1� p)k�1p:

Jak mo·zna wyliczýc EX = 1=p. Powy·zszym wzorem
wyra·za si¾e prawdopodobieństwo tego, ·ze pierwszy sukces
w procesie Bernouliego nast ¾api w próbie k.

4 Korelacja, niezale·znóśc, regresja

Dla pary zmiennych losowych (X;Y ) dystrubuant ¾a jest
F (x; y) = PfX < x; Y < yg. ×¾aczna g¾estóśc tej pary to

f(x; y) =
@2

@x@y
F (x; y):
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4 1. Sprawy podstawowe

Kowariancja pomi¾edzy nimi to:

cov(X;Y ) = E(X � EX)(Y � EY ):
Wspó÷czynnik korelacji de�niuje si¾e jako:

� =
cov(X;Y )

�X�Y
:

Poniewa·z z nierównósci Schwartza (2.2) wynika, ·ze

j cov(X;Y )j �
p
E(X � EX)2

p
E(Y � EY )2 = �X�Y ;

zatem �1 � � � 1. Jésli cov(X;Y ) = 0, to tak·ze � = 0.
W sytuacji takiej mówimy, ·ze zmienne losowe X i Y nie s ¾a
skorelowane.
Jésli

f(x; y) = fx(x)fy(y):

gdzie fx i fy s ¾a odpowiednio g¾estósciami zmiennych X i
Y , to mówimy, ·ze zmienne te s ¾a niezale·zne. Dla takich
zmiennych cov(X;Y ) = � = 0. Jésli zatem zmienne losowe
s ¾a niezale·zne, to s ¾a tak·ze nieskorelowane. Ponadto

Ef'(X) (Y )g = Ef'(X)gEf (Y )g:
dla dowolnych funkcji ',  oraz

var(X + Y ) = varX + varY: (4.1)

Funkcja

f(yjx) = f(x; y)

fx(x)

nazywa si¾e warunkow ¾a g¾estósci ¾a Y przy warunku X = x,
natomiast

EfY jX = xg =
Z
yf(yjx)dy

jest warunkow ¾a wartósci ¾a oczekiwan ¾a Y przy tym samym
warunku, czyli funkcj ¾a regresji. Zatem

EY =

Z
EfY jX = xgfx(x)dx:

Jésli X jest natury dyskretnej i przyjmuje wartósci
x1; x2; : : : ; xn, to

f(y) =
nX
i=1

pifi(y);

gdzie pi = PfX = xig, natomiast fi(y) jest warunkow ¾a
g¾estósci ¾a Y pod warunkiem, ·ze X = xi. W sytuacji takiej

EfY jX = xig =
Z
yfi(y)dy

oraz

EY =
nX
i=1

piEfY jX = xig:

Uwaga 4.1 Z istnienia korelacji pomi ¾edzy zmiennymi nie
wynika, ·ze jedna z nich jest przyczyn ¾a, a druga skutkiem.

Ćwiczenie 4.1 Jésli Y = aX i EX = 0, to cov(X;Y ) =
a�2X , sk ¾ad wynika, ·ze � = a=jaj = sign(a) (z uwagi na to,
·ze � > 0). Oznacza to, ·ze � = �1 w zale·znósci od znaku a.
Ćwiczenie 4.2 Sprawdzíc prawdziwóśc wzoru (4.1).

Przyk÷ad 4.1 W systemie statycznym, rys. 4.1, Y =
m(U) + Z. Sygna÷y U oraz Z s ¾a niezale·zne. Ponadto
EZ = 0. Zatem m(u) = EfY jU = ug, co oznacza,
·ze wykrywanie charakterystyki m na podstawie obserwacji
wej́scia U i wyj́scia Y jest równoznaczne estymacji funkcji
regresji.

Y
m(.)

Z
U

Rys. 4.1: System statyczny o charakterystyce m(x).

5 Zbie·znóśc probabilistyczna

Niech teraz
X;X1; X2; X3; : : : (5.1)

b ¾edzie ci ¾agiem zmiennych losowych. Probabilistyka
operuje trzema rodzajami zbie·znósci: wed÷ug średniej,
wed÷ug prawdopodobieństwa i z prawdopodobieństwem 1.
Omówimy je kolejno.
Jésli

lim
n!1

E jXn(!)� gj = 0;

to mówimy, ·ze ci ¾ag jest zbie·zny do granicy g wed÷ug średniej
pierwszego rz¾edu, patrz rys. 5.1, jésli

lim
n!1

E (Xn(!)� g)2 = 0;

to wed÷ug średniej drugiego rz¾edu, czyli w sensie średniok-
wadratowym.

0

Xn(T)

T 1

Rys. 5.1: Zbie·znóśc do zera wed÷ug średniej pierwszego
rz¾edu. Powierzchnia zakreskowanego pola maleje do zera,
gdy n!1.

Jésli, dla ka·zdego " > 0,

lim
n!1

PfjXn(!)� gj > "g = 0;

to mówimy, ·ze ci ¾ag jest zbie·zny do granicy g wed÷ug
prawdopodobieństwa, rys. 5.2.

Xn(T)

!g 1
0

g

P{|X(T)|> g}

Rys. 5.2: Zbie·znóśc do zera wed÷ug prawdopodobieństwa.
Miara zbioru (prawdopodobieństwo zdarzenia) zazna-
czonego grub ¾a lini ¾a (sk÷adaj ¾aego si¾e z punktów !, w których
jX(!)j > ") maleje do zera, gdy n!1.

O zbie·znósci z prawdopodobieństwem 1 mówimy, gdy

Pf lim
n!1

Xn(!) = gg = 1:

Dla pewnych ! ci ¾ag liczbowy X(!) jest zbie·zny go g, dla
innych nie. Zbie·znóśc z prawdopodobieństwem 1 oznacza,
·ze zbiór punktów ! (czyli zdarzenie), w których zbie·znóśc
ta zachodzi ma prawdopodobieństwo 1.
Posumowuj ¾ac, w zbie·znósci wed÷ug średniej chodzi o pole

powierzchni pod zmienn ¾a losow ¾a Xn(!), które maleje do
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1. Sprawy podstawowe 5

zera. W zbie·znósci wed÷ug prawdopodobieństwa o prawdo-
podobieństwo (czyli miar¾e) zbioru punktów !, dla których
jXn(!)� gj > ", które maleje do zera. W zbie·znósci
z prawdopodobieństwem 1 chodzi natomiast o zbie·znóśc
ci ¾agu liczbowego Xn(!), o miar¾e (prawdopodobieństwo)
zbioru punktów !, w których ci ¾ag ten zbiega si¾e do g, czyli
o miar¾e punktów, w których zachodzi limn!1Xn(!) = g.
Na mocy nierównósci Czebyszewa (2.3), zbie·znóśc wed÷ug

średniej implikuje zbie·znóśc wed÷ug prawdopodobieństwa,
bowiem:

PfjXn � gj > "g � 1

"

p
E(Xn � g)2:

Jésli natomiast Xn ! a i Yn ! b wed÷ug prawdo-
podobieństwa (z prawdopodobieństwem 1), to Xn=Yn !
a=b wed÷ug prawdopodobieństwa (z prawdopodobieństwem
1).

6 Prawa wielkich liczb

Za÷ó·zmy teraz ·ze w ci ¾agu (5.1) zmienne losowe s ¾a niezale·zne
i maj ¾a jednakowy rozk÷ad. Niech teraz

Sn = X1 +X2 + � � �+Xn

Jest rzecz ¾a oczywist ¾a, ·ze EfSn=ng = EX. Zbie·znóśc Sn=n
do EX jest przedmiotem tzw. praw wielkich liczb. Czyni ¾a
one ró·zne za÷o·zenia dotycz ¾ace zmiennej losowej X. My
poprzestaniemy na spostrze·zeniu, ·ze

var

�
Sn
n

�
=
1

n2
var(X1 +X2 + � � �+Xn) =

1

n
var(X):

Wynika st ¾ad, ·ze Sn=n zbiega si¾e do granicy EX w sensie
średniokwadratowym, tzn.

lim
n!1

E

�
Sn
n
� EX

�2
= 0; (6.1)

bowiem limn!1 var[Sn=n] = 0. Mo·zna powiedziéc, ·ze
średnia empiryczna Sn=n zbiega si¾e do średniej teoretycznej
EX.
Prawa wielkich liczb s ¾a fundamentem metod statystyki

matematycznej i wszelkiej dzia÷alnósci polegaj ¾acej na anali-
zie danych pomiarowych. Dzi¾eki nim mo·zemy skutecznie
wnioskowác na podstawie danych eksperymentalnych.

Przyk÷ad 6.1 Dla procesu Bernouliego jak w § 3.9.2

lim
n!1

E

�
Sn
n
� p

�2
= 0;

co oznacza, ·ze empiryczna cz ¾estóśc sukcesów Sn=n zbiega
si ¾e do p. Mo·ze ona zatem s÷u·zýc jako estymator praw-
dopodobiénstwa sukcesu p.
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