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1 Wprowadzenie

Cz¾esto stoimy przed koniecznósci ¾a generacji liczb losowych
o zadanym rozk÷adzie prawdopodobieństwa. Jésli dyspo-
nujemy liczbami losowymi o rozk÷adzie równomiernym,
to problem sprowadza si¾e do przekszta÷cenia rozk÷adu
równomiernego w rozk÷ad po·z ¾adany. Poniewa·z w gene-
ratory liczb o rozk÷adzie równomiernym wyposa·zone s ¾a
ogólnie dost¾epne kompilatory popularnych j¾ezyków pro-
gramowania np. C++, jako punkt wyj́scia przyjmujemy
zatem, ·ze dysponujemy takowym.
Jako przyk÷ad takiego generatora liczb na odcinku (0; 1)

mo·ze s÷u·zýc procedura rekurencyjna:

xn+1 = (axn + b)(mod c);

w której a, b, c s ¾a odpowiednio ustalonymi liczbami
ca÷kowitymi, natomiast x1 jest liczb ¾a pocz ¾atkow ¾a, przy
czym �(mod�) jest reszt ¾a z dzielenia � przez �. Jest
oczywiste, ·ze kolejne liczby maj ¾a w istocie charakter
deterministyczny i jedynie symuluj ¾a losowóśc. Z tego te·z
wzgl¾edu nazywane s ¾a pseudolosowymi. Generator taki
uznawany jest jako dobry, gdy pomýslnie przejdzie testy
dotycz ¾ace rozk÷adu, niezale·znósci itp.
Przedstawimy metody, przy pomocy których, wychodz ¾ac

ze zmiennych losowych o rozk÷adzie równomiernym, mo·zna
otrzymywác dowolne rozk÷ady. Sporo uwagi póswi¾ecimy
rozk÷adowi normalnemu. Dla ka·zdej przedstawionej metody
podamy uzasadnienie teoretyczne, a nast¾epnie konkretne
generatory podamy w czytelnej postaci algorytmicznej.
Pisz ¾ac o rozk÷adzie równomiernym, mamy zawsze na

mýsli rozk÷ad równomierny na odcinku (0; 1).

2 Metoda inwersyjna

2.1 Omówienie metody

W metodzie inwersyjnej po·z ¾adany rozk÷ad o dystrybuancie
F otrzymuje si¾e przez odpowiednie nieliniowe przekszta÷ce-
nie zmiennej losowej o rozk÷adzie równomiernym. Przek-
szta÷ceniem tym jest F�1, patrz rys. 2.1. Uzasadnieniem
metody jest poni·zsze twierdzenie:

F
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x

x =F −1(u)

Rys. 2.1: Ilustracja metody inwersyjnej.

Twierdzenie 2.1 Jésli zmienna losowa U ma rozk÷ad
równomierny na odcinku (0; 1), to F�1(U) ma dystrybuant ¾e
F . I na odwrót. Je·zeli X ma dystrybuant ¾e F , to F (X) ma
rozk÷ad równomierny.

Dowód. Zauwa·zmy, ·ze

PfF�1(U) < xg = PfU < F (x)g = F (x);

sk ¾ad wynika pierwsza cz¾éśc twierdzenia. Druga jest
konsekwencj ¾a tego, ·ze

PfF (X) < ug = PfX < F�1(u)g
= F (F�1(u)) = u

dla ka·zdego u 2 (0; 1). �
Twierdzenie 2.1 pozwala skonstruowác nast¾epuj ¾acy algo-

rytm generacji zmiennej losowej o dystrybuancie F :

Zmienna losowa o dystrybuancie F
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym
na odcinku (0; 1)

I RETURN X  F�1(U)

2.2 Wybrane rozk÷ady

Zasadnicz ¾a spraw ¾a dla metody jest to czy mo·zna, a
je·zeli tak, to czy mo·zna ÷atwo wykonác operacj¾e F�1.
Nadaje si¾e ona zatem do generacji zmiennych losowych,
których dystrybuanta znana jest w postaci jawnej, i któr ¾a
mo·zna ÷atwo odwrócíc. S ¾a to rozk÷ady takie jak np.:
wyk÷adniczy, Laplace�a, Cauchy�ego. Nie mo·zna tej metody
wykorzystác jednak do generacji rozk÷adu normalnego, gdy·z
jego dystrybuanta nie ma jawnej postaci.
Dla niektórych wa·zniejszych rozk÷adów odwrotnósci F�1

podane s ¾a w tabeli 1. Dla pewnych rozk÷adów, wzory
okréslaj ¾ace F�1 podano tak·ze w prostszych postaciach
alternatywnych. Wynikaj ¾a one ze spostrze·zenia, ·ze V =
1 � U oraz U maj ¾a jednakowe rozk÷ady. Dzi¾eki tabeli
tej mo·zemy podác generatory rozk÷adu wyk÷adniczego,
Cauchy�ego, Laplace�a, Pareto oraz logistycznego.

Tabela 1: G¾estósci, dystrybuanty i ich odwrotnósci

Rozk÷ad
trójk ¾atny
0 � x � 1

wyk÷adniczy
0 � x <1

f(x) 2(1� x) e�x

F (x) 1� (x� 1)2 1� e�x

F�1(u) 1�
p
1� u � ln(1� u)

F�1(v)
��
v=1�u 1�

p
v � ln v

Rozk÷ad
Pareto
0 < b � x logistyczny

f(x)
aba

xa+1
1

2 + ex + e�x

F (x) 1�
�
b

x

�a
1

1 + e�x

F�1(u)
b

(1� u)1=a
ln

u

1� u

F�1(v)
��
v=1�u

b

v1=a
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Rozk÷ad Cauchy�ego

f(x)
1

� (x2 + 1)

F (x)
1

2
+
1

�
arctanx

F�1(u) tan

�
�

�
u� 1

2

��
2.2.1 Rozk÷ad trók ¾atny

Rozk÷ad trójk ¾atny
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym
I RETURN X  1�

p
U

2.2.2 Rozk÷ad wyk÷adniczy

Rozk÷ad wyk÷adniczy
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym
I RETURN X  � lnU

2.2.3 Rozk÷ad Laplace�a

Rozk÷ad Laplace�a
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym
I X = � lnU

X ma rozk÷ad wyk÷adniczy
I Generuj V o rozk÷adzie równomiernym
I IF V < 1=2 THEN X  �X

2.2.4 Rozk÷ad Cauchy�ego

Rozk÷ad Cauchy�ego
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym

I RETURN X  tan

�
�

�
U � 1

2

��

2.2.5 Rozk÷ad Pareto

Rozk÷ad Pareto (a; b)
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym

I RETURN X  b

U1=a

2.2.6 Rozk÷ad logistyczny

Rozk÷ad logistyczny
Metoda inwersyjna

I Generuj U o rozk÷adzie równomiernym

I RETURN X  ln
U

1� U

3 Metoda odrzucania

3.1 Omówienie metody

Istota metody odrzucania polega na tym, ·ze generuje si¾e
realizacje zmiennej losowej o pewnym, ÷atwym do uzyskania

rozk÷adzie, a nast¾epnie � wed÷ug zasady wynikaj ¾acej z
Twierdzenia 3.1 � odrzuca si¾e niektóre z nich. Pozosta÷e
posiadaj ¾a po·z ¾adany rozk÷ad.
Szczególn ¾a uwag¾e zwrócimy na rozk÷ad normalny. Otrzy-

mác go mo·zna wychodz ¾ac np. z rozk÷adów Laplace�a,
wyk÷adniczego i Cauchy�ego. Wygenerowanie zmiennych
losowych o tych rozk÷adach nie jest trudne, jésli korzysta
si¾e z metody inwersyjnej.
Podstaw ¾a metody odrzucania jest poni·zsze twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 Dla funkcji f , niech

A = f(x; y) : �1 < x <1; 0 � y � cf(x)g;

gdzie c > 0. Jésli f jest g ¾estósci ¾a prawdopodobiénstwa
zmienej losowej X i U ma rozk÷ad równomierny na odcinku
(0; 1), to para (X;Y ), gdzie Y = cUf(X), ma rozk÷ad
równomierny na zbiorze A. Na odwrót, jésli (X;Y ) ma
rozk÷ad równomierny na zbiorze A, to X ma g ¾estóśc f .

Dowód. Ilustracj ¾a dowodu jest rys 3.1. Za÷ó·zmy, ·ze X
ma g¾estóśc f(x), natomiast U ma rozk÷ad równomierny na
odcinku [0; 1]. Zatem

f(yjx) =

8<:
1

cf(x)
dla (x; y) 2 A

0; dla (x; y) =2 A;

sk ¾ad wynika, ·ze

f(x; y) = f(yjx)f(x) =
(
1

c
; dla (x; y) 2 A
0; dla (x; y) =2 A

co oznacza, ·ze para (X;Y ) ma rozk÷ad równomierny na
zbiorze A.

x

yA cf(x)

Rys. 3.1: Para (X;Y ), gdzie Y = cUf(X), ma rozk÷ad
równomierny na zakreskowanym zbiorze A.

Teraz zak÷adamy ·ze, para (X;Y ) ma rozk÷ad
równomierny na zbiorze A, tzn. ·ze

f(x; y) =

(
1

c
; dla (x; y) 2 A
0; dla (x; y) =2 A;

bowiem
R R

f(x; y)dxdy = c. Zatem g¾estósci ¾a zmiennej X
jest Z

f(x; y)dy =

Z cf(x)

0

1

c
dy = f(x);

co kończy dowód. �
Idea algorytmu jest nast¾epuj ¾aca. G¾estóśc f jest oczy-

wíscie zadana. Za÷ó·zmy, ·ze istnieje ÷atwa do generacji
g¾estóśc g oraz sta÷a c takie, ·ze f(x) � cg(x) dla wszystkich
x 2 (�1;1). Schemat post¾epowania jest nast¾epuj ¾acy,
patrz rys. 3.2:
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cg(x)f(x)

x

y

para (X,Y) odrzucona
para (X,Y)

pozostawiona

Rys. 3.2: Ilustracja generacji rozk÷adu f przy pomocy
odrzucania z rozk÷adu g.

I Najpierw generuje si¾e zmienn ¾a losow ¾a o rozk÷adzie
równomiernym na zbiorze zawartym pomi¾edzy osi ¾a x
a krzyw ¾a y = cg(x). Korzystaj ¾ac z Twierdzenia 3.1
mo·zna zrobíc to zgodnie z poni·zszym algorytmem:

B Generuj zmienn ¾a losow ¾a X o g¾estósci g

B Generuj zmienn ¾a losow ¾a U o rozk÷adzie
równomiernym na odcinku (0; 1)

B Y  cUg(X)

B RETURN (X;Y )

I Nast¾enie odrzuca si¾e wszystkie pary (X;Y ), które le·z ¾a
ponad krzyw ¾a y = f(x). Pozosta÷e pary, zgodnie z
podanym twierdzeniem, maj ¾a rozk÷ad równomierny na
zbiorze zawartym pomi¾edzy osi ¾a x i krzyw ¾a y = f(x).
Zatem, zgodnie z Twierdzeniem 3.1, X w pozosta÷ych
parach ma po·z ¾adan ¾a g¾estóśc f . Schemat post¾epowania
na tym etapie jest jak poni·zej:

B IF Y � f(X) THEN X  X

ELSE powtórz wszystkie operacje od
pocz ¾atku

B RETURN X

×¾acz ¾ac to w ca÷óśc i dokonuj ¾ac oczywistych uproszczeń
otrzymujemy gotow ¾a procedur¾e.

Zmienna losowa o g ¾estósci f
Metoda odrzucania

� REPEAT
} Generuj X o g¾estósci g
} Generuj U o rozk÷adzie równomienym

� UNTIL Uc
g(X)

f(X)
� 1

� RETURN X

Aby metoda by÷a efektywna musi posiadác trzy podsta-
wowe cechy:

1) musi istniéc g¾estóśc g i sta÷a c takie, ·ze f(x) � cg(x)
dla wszystkich x 2 (�1;1),

2) rozk÷ad o g¾estósci g powinien býc ÷atwy do generacji,

3) liczba iteracji procedury powinna býc mo·zliwie ma÷a,
tzn. prawdopodobieństwo przyj¾ecia pary (X; cUg(X))
powinno býc du·ze.

Odnósnie do punktu 3), oznaczaj ¾ac przez p praw-
dopodobieństwo przyj¾ecia wylosowanej pary (X;Y ), za-
uwa·zamy, ·ze

p = Pff(X) � cUg(X)g = 1

c
:

Po·z ¾adane jest zatem, aby c by÷o mo·zliwie ma÷e. Oznaczaj ¾ac
przez N liczb ¾e iteracji algorytmu, która zapewnia przyj¾ecie
pary, zauwa·zmy ponadto, ·ze PfN = ig = p(1 � p)i�1.
Zatem N ma rozk÷ad geomeryczny i EfNg = 1=p = c.
Zatem wyprowadzony przed chwil ¾a wniosek odnosz ¾acy si¾e
do c potwierdza si¾e.
Jest wi¾ec oczywiste, ·ze sta÷a c powinna býc ma÷a, gdy·z

zarówno prawdopodobieństwo odrzucenia wylosowanej
pary jak i średnia liczba iteracji algorytmu s ¾a wtedy ma÷e.

3.2 Rozk÷ad trójk ¾atny

Zauwa·zmy, ·ze dla g¾estósci f(x) rozk÷adu trójk ¾atnego i
g¾estósci g(x) rozk÷adu równomiernego, f(x) � cg(x), gdzie
c = 2, bowiem

g(x)

f(x)
=

1

2(1� x) �
1

2
;

dla 0 � x � 1, patrz rys. 3.3.

cg(x)

f(x)2

0 1
Rys. 3.3: Generacja rozk÷adu trójk ¾atnego f(x) (linia
ci ¾ag÷a) przez odrzucanie z rozk÷adu równomiernego (linia
przerywana) g(x); c = 2.

Pozwala to zbudowác algorytm generacji rozk÷adu
trójk ¾atnego jak poni·zej:

Rozk÷ad trójk ¾atny
Odrzucanie z rozk÷adu równomiernego

� REPEAT
} Generuj X o rozk÷adzie równomiernym
} Generuj U o rozk÷adzie równomienym

� UNTIL U � 1�X
� RETURN X

Nie wykonuje on operacji pierwiastkowania, patrz § 2.2.1,
ale odrzuca po÷ow¾e wygenerowanych liczb.

3.3 Rozk÷ad logistyczny

G¾estóśc rozk÷adu logistycznego

f(x) =
1

2 + ex + e�x

spe÷nia nierównóśc f(x) � cg(x), gdzie c = 2 oraz

g(x) =
1

2
e�jxj
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jest g¾estósci ¾a rozk÷adu Laplace�a. Zauwa·zmy bowiem, ·ze

g(x)

f(x)
=
1

2
(2 + ejxj + e�jxj)e�jxj

=
1

2
(1 + ejxj)2 � 1

2
;

patrz rys. 3.4. Krzywa cg(x) le·zy ponad f(x) na ca÷ej
prostej x 2 (�1;1).

cg(x) f(x)

Rys. 3.4: Generacja rozk÷adu logistycznego f(x) z rozk÷adu
Laplace�a g(x), c = 2.

Wynika st ¾ad podany poni·zej algorytm, który zapewnia
prawdopodobieństwo przyj¾ecia na poziomie 1=c = 1=2:

Rozk÷ad logistyczny
Odrzucanie z rozk÷adu Laplace�a

� REPEAT
} Generuj X o rozk÷adzie Laplace�a
} Generuj U o rozk÷adzie równomienym

� UNTIL U
�
1 + e�jXj

�2 � 1
� RETURN X

Ćwiczenie 3.1 Zauwa·zaj ¾ac, ·ze f(x) � 1=
�
4 + x2

�
, zbu-

dowác generator rozk÷adu logistycznego, w którym c =
�=2 � 1; 57.

3.4 Rozk÷ad normalny

Podamy teraz generatory rozk÷adu normalnego N(0; 1),
czyli o g¾estósci

f(x) =
1p
2�
e�x

2=2:

3.4.1 Odrzucane z rozk÷adu Laplace�a

Jésli odrzuca si¾e z rozk÷adu Laplace�a o g¾estósci g(x) =
(1=2)e�jxj, to c =

p
2e=� � 1; 315, bowiem

g(x)

f(x)
=

r
�

2e
e(jxj�1)

2=2 �
r
�

2e
:

Dla wyznaczonego c, cg(x) = f(x) dla jxj = 1. Wzajemne
po÷o·zenie funkcji f(x) i cg(x) pokazuje rys. 3.5. S ¾a
one styczne w punktach x = �1. Prawdopodobieństwo
przyj¾ecia X jest równe 1=c = 1=

p
2e=� t 0; 760.

cg(x)

!1

f(x)

1
Rys. 3.5: Generacja rozk÷adu normalnego f(x) przez
odrzucanie z rozk÷adu Laplace�a g(x), c =

p
2e=�.

Rozk÷ad normalny
Odrzucanie z rozk÷adu Laplace�a

� REPEAT
� Generuj X o Laplace�a
� Generuj U o rozk÷adzie równomiernym

� UNTIL Ue(jxj�1)
2=2 � 1

� RETURN X

3.4.2 Odrzucanie z rozk÷adu Cauchy�ego

W podanym teraz generatorze odrzuca si¾e z rozk÷adu
Cauchy�ego o g¾estósci

g(x) =
1

�(x2 + 1)
:

Jak mo·zna sprawdzíc

g(x)

f(x)
=

p
2�ex

2=2

�(x2 + 1)
=

r
2

�

ex
2=2

(x2 + 1)

�
r
e

2�
;

poniewa·z
ex

2=2

x2 + 1
� ex

2=2

x2 + 1

�����
x=�1

=

p
e

2
:

Zatem c =
p
2�=e � 1; 520. Krzywe f(x) i cg(x) pokazane

!1

cg(x)
f(x)

1
Rys. 3.6: Generacja rozk÷adu normalnego f(x) przez
odrzucanie z rozk÷adu Cauchy�ego g(x), c�

p
2�=e .

na rys. 3.6 s ¾a styczne w punktach x = �1. W procedurze
przedstawionej poni·zej prawdopodobieństwo przyj¾ecia X
jest równe 1=c = 1=

p
2�=e t 0:657:

Rozk÷ad normalny
Odrzucanie z rozk÷adu Cauchy�ego

H REPEAT
O Generuj X o rozk÷adzie Cauchy�ego
O Generuj U o rozk÷adzie równomiernym
O S = X2

H UNTIL U �
p
e

2
(1 + S)e

1
2S
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