
1 1. Transformacja Laplace�a 1

1 Sygna÷y

Przedmiotem naszego zainteresowania b¾ed ¾a sygna÷y, czyli
funkcje czasu oznaczonego symbolem t, okréslone na ca÷ej
prostej. Przyk÷adem jest skok jednostkowy 1(t), rys. 1.1,
czyli funkcja zde�niowana jak poni·zej:

1(t) =

�
0; dla t < 0
1; dla t � 0:

1
1(t)

t

1
N(t)

t

Rys. 1.1: Skok jednostkowy 1(t) i impuls Diraca �(t).

Specy�cznym i wa·znym sygna÷em jest �(t), czyli tzw.
impuls (delta) Diraca, patrz Uwaga 1.1, przedstawiony
tak·ze na rys. 1.1. Sygna÷ten nie jest klasycznie rozumian ¾a
funkcj ¾a, ma on bowiem w÷asnósci jak poni·zej:

�(t) =

�
0; dla t 6= 0
1; dla t = 0;Z 1

�1
�(t)dt = 1: (1.1)

Ponadto, dla dowolnej funkcji f(t),Z 1

�1
�(t� t0)f(t)dt = f(t0): (1.2)

Dodajmy, ·ze Z t

�1
�(�)d� = 1(t)

oraz na mocy umowy, bowiem 1(t) nie ma klasycznie
rozumianej pochodnej w punkcie t = 0,

d

dt
1(t) = �(t):

Uwaga 1.1 Impuls Diraca to specy�cznie rozumiana gra-
nica ci ¾agu funkcji 'n(t), patrz rys. 1.2, dla którychR1
�1 'n(t)dt = 1. Jego klasycznie rozumiana granica '(x)

jn(t)

n/2

1/n!1/n

t

Rys. 1.2: Funkcja 'n(t).

nie zachowuje tej w÷asnósci, gdy·z '(x) = 0 dla x 6= 0,
a zatem

R1
�1 '(x)dx = 0. Impuls Diraca �(t) mo·zna jednak

uwa·zác za swoíscie rozumian ¾a granic ¾e, która t ¾e w÷asnóśc
zachowuje, bowiem

R1
�1 �(t)dt = 1. Granica ta, czyli �(t),

nie jest bowiem funkcj ¾a, lecz tzw. dystrybucj ¾a. Na tej
zasadzie, wyra·zenie po lewej stronie w (1.2) jest równe

lim
n!1

Z 1

�1
'n(t� t0)f(t)dt = lim

n!1

n

2

Z t0+1=n

t0�1=n
f(t)dt

= f(t0):

2 Transformacja Laplace�a

2.1 De�nicja

De�nicja 2.1 Funkcj ¾e F (s) zde�niowan ¾a wzorem

F (s) =

Z 1

0

f(t)e�stdt (2.1)

nazywa si ¾e transformat ¾a Laplace�a funkcji f(t).

Transformata zale·zy tylko od f(t) dla t � 0, nie zale·zy
od f(t) dla t < 0.
O ile F (s) nazywa si¾e transformat ¾a, to f(t) jej orygi-

na÷em. Operacja prowadz ¾aca od f(t) do F (s) nazywa si¾e
natomiast transformacj ¾a Laplace�a.
Cz¾esto stosuje si¾e zapisy skrócone: F (s) b= f(t),

Lff(t)g = F (s) lub f(t) = L�1fF (s)g. Zgodnie z ogólnie
przyj¾et ¾a konwencj ¾a transformata funkcji oznaczonej ma÷¾a
liter ¾a zapisywana jest liter ¾a wielk ¾a, np. G(s) b= g(t).
Na rzecz rozwa·zań dotycz ¾acych transformacji Laplace�a

przyjmujemy, ·ze (porównaj z (1.1))Z 1

0

�(t)dt = 1:

Odwo÷uj ¾ac si¾e bezpósrednio do de�nicji wyznaczymy
teraz transformaty kilku funkcji.

Przyk÷ad 2.1 (impuls Diraca) Na mocy de�nicji

�(t) b= 1;
bowiem

Lf�(t)g =
Z 1

0

�(t)e�stdt = e�st
��
t=0

= 1:

Przyk÷ad 2.2 (skok jednostkowy) Aby wykazác, ·ze

1(t) b= 1

s
;

korzystamy z de�nicji i otrzymujemy

1(t) b= Z 1

0

e�stdt =

�
�1
s
e�st

�����t=1
t=0

=
1

s
:

Przyk÷ad 2.3 (funkcja wyk÷adnicza) Wyka·zemy, ·ze

e�at b= 1

s+ a
:

Na mocy de�nicji, bowiem

e�at b= Z 1

0

e�ate�stdt =

Z 1

0

e�(s+a)tdt =
1

s+ a
:

Przyk÷ad 2.4 (sinusoida) Sprawdzimy, ·ze

sin!t b= !

s2 + !2
:

Zaczynamy od równósci

sin!t = �1
2
j
�
ej!t � e�j!t

�
;
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2 1. Transformacja Laplace�a 2

któr ¾a mo·zna otrzymác odejmuj ¾ac stronami co poni·zej

ej!t = cos!t+ j sin!t;

e�j!t = cos!t� j sin!t:

Korzystaj ¾ac nast ¾epnie z Przyk÷adu 2.3, otrzymujemy

Lfsin!tg = �1
2
j
�
Lfej!tg � Lfe�j!tg

�
= �1

2
j

�
1

s� j! �
1

s+ j!

�
=

!

s2 + !2
:

Na podobnej zasadzie

cos!t b= s

s2 + !2
:

Przyk÷ad 2.5 Relacja

sin (!t+ ') b= s sin'+ ! cos'

s2 + !2

wynika z Przyk÷adu 2.4 i równósci sin (!t+ ') =
sin!t cos'+ cos!t sin'. Podobnie

cos (!t+ ') b= s cos'� ! sin'
s2 + !2

:

Przyk÷ad 2.6 (opó́znienie o �) Jésli f(t) = 0 dla t < 0,
to

f(t� �) b= e�s�F (s);

poniewa·zZ 1

0

f(t� �)e�stdt = e�s�
Z 1

�

f(t� �)e�s(t��)dt

= e�s�
Z 1

0

f(t)e�stdt = e�s�F (s):

Przyk÷ad 2.7 (splot) Wyka·zemy teraz, ·ze jésli f(t) = 0
i g(t) = 0 dla t < 0, toZ t

0

f(t� �)g(�)d� b= F (s)G(s):

Wyra·zenie po lewej stronie nazywa si ¾e splotem funkcji f(:) i
g(:). Jest ono równe

R1
�1 f(t��)g(�)d� , poniewa·z g(�) = 0

dla � 2 (�1; 0] i f(t � �) = 0 dla � 2 [t;1). Jest ono
ponadto równe 0 dla t < 0. Zatem jego transformat ¾a jestZ 1

�1

�Z 1

�1
f(t� �)g(�)d�

�
e�stdt

=

Z 1

�1

�Z 1

�1
f(t� �)e�s(t��)dt

�
g(�)e�s�d�

=

Z 1

�1
f(t)e�stdt

Z 1

�1
g(�)e�s�d� = F (s)G(s):

2.2 W÷asnósci

Przejdziemy teraz do omówienia w÷asnósci transformacji.
Jest ona operacj ¾a liniow ¾a, poniewa·z

af(t)� bg(t) b= aF (s)� bG(s); (2.2)

co wynika z tego, ·ze polega ona ca÷k ¾a. Ponadto, Ćwiczenia
2.1 i 2.2:

e�atf(t) b= F (s+ a); (2.3)

tf(t) b= � d

ds
F (s): (2.4)

Dzi¾eki (2.3) i (2.4) mo·zna ÷atwo wyznaczýc transformaty
bardziej skomplikowanych funkcji, co czynimy w § 3.

Ćwiczenie 2.1 (mno·zenie przez e�at) Aby wykazác
(2.3) wystarczy skorzystác z de�nicji, bowiem

e�atf(t) b= Z 1

0

f(t)e�(s+a)tdt = F (s+ a):

Ćwiczenie 2.2 (mno·zenie przez t) Relacja (2.4) doty-
cz ¾aca mno·zenia przez t wynika z poni·zszego:

� d

ds
F (s) = � d

ds

�Z 1

0

f(t)e�stdt

�
= �

Z 1

0

f(t)

�
d

ds
e�st

�
dt

=

Z 1

0

tf(t)e�stdt b= tf(t):

2.3 Transformaty pochodnej i ca÷ki

Przejdziemy teraz do transformat pochodnej i ca÷ki. Jésli
funkcja f(:) jest ci ¾ag÷a w punkcie t = 0, to

f 0(t) b= sF (s)� f(0); (2.5)

patrz Ćwiczenie 2.3. Jésli jednak funkcja ta nie jest ci ¾ag÷a
w tym punkcie, jésli f(0�) 6= f(0), gdzie f(0�) oznacza jej
granic¾e lewostronn ¾a w punkcie t = 0, to obowi ¾azuje regu÷a
jak poni·zej, patrz Ćwiczenie 2.4:

f 0(t) b= sF (s)� f(0�); (2.6)

któr ¾a przyjmujemy jako podstawow ¾a, i która b¾edzie nas
obowi ¾azywác. Mówimy, ·ze wyraz f(0�) uwzgl¾ednia tzw.
warunek pocz ¾atkowy.
Z (2.6) wynika (Ćwiczenie 2.5), ·ze

f 00(t) b= s2F (s)� sf(0�)� f 0(0�): (2.7)

Dla trzeciej pochodnej

f (3)(t) b= s3F (s)� s2f(0�)� sf 0(0�)� f 00(0�)

oraz, ogólnie,

f (n)(t) b= snF (s)� Pn�1(s);

gdzie

Pn�1(s) = sn�1f(0�) + s
n�2f (1)(0�)

+ � � �+ sf (n�2)(0�) + f (n�1)(0�)

jest wielomianem stopnia n�1. Gdy rz ¾ad pochodnej rósnie,
wielomian warunku pocz ¾atkowego rozrasta si¾e, jego stopień
jest o 1 mniejszy od rz¾edu pochodnej.
Jésli chodzi o transformat¾e ca÷ki, to (patrz Ćwiczenie 2.6)Z t

0

f(�)d� b= 1

s
F (s): (2.8)

Z uwagi na (2.6) i (2.8), mo·zna powiedziéc, ·ze
ró·zniczkowaniu w dziedzinie t odpowiada mno·zenie
w dziedzinie s (z dok÷adnósci ¾a do warunku pocz ¾atkowego),
natomiast ca÷kowaniu odpowiada dzielenie przez s. Z tego
te·z wzgl¾edu s nazywa si¾e operatorem ró·zniczkowania, a 1=s
operatorem ca÷kowania.
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3 1. Transformacja Laplace�a 3

Ćwiczenie 2.3 (pochodna funkcji ci ¾ag÷ej) Na mocy
de�nicji

f 0(t) b= Z 1

0

f 0(t)e�stdt:

Ca÷kuj ¾ac przez cz ¾ésci i przyjmuj ¾ac limt!1 f(t)e�st = 0,
stwierdzamy, ·ze wyra·zenie po prawej stronie jest równe

f(t)e�st
��t=1
t=0

�
Z 1

0

f(t)

�
d

dt
e�st

�
dt

=
�
lim
t!1

f(t)e�st � f(t)e�st
��
t=0

�
�
Z 1

0

f(t)
�
�se�st

�
dt

= �f(0) + s
Z 1

0

f(t)e�stdt:

Ćwiczenie 2.4 (pochodna dowolnej funkcji) Skok je-
dnostkowy nie jest ciag÷y w punkcie t = 0 i dlatego wzór
(2.5) nie ma zastosowania, bowiem wed÷ug niego, np.

L

�
d

dt
1(t)

�
= sLf1(t)g � 1(0) = s

1

s
� 1 = 0;

co nie jest prawd ¾a z tej racji, ·ze

L

�
d

dt
1(t)

�
= Lf�(t)g = 1:

Wed÷ug (2.6), zgodnie z prawd ¾a,

L

�
d

dt
1(t)

�
= sLf1(t)g � 1(0�) = s

1

s
� 0 = 1:

Jésli natomiast funkcja f(t), podobnie jak skok jednostkowy,
nie jest lewostronnie ci ¾ag÷a w punkcie t = 0, to mo·zna j ¾a
przedstawíc w postaci g(t) + h(t), gdzie

g(t) =

�
f(t); dla t < 0

f(t)� f(0�); dla t � 0;

jest funkcj ¾a ci ¾ag÷¾a, a h(t) = (f(0)�f(0�))�1(t) nieci ¾ag÷¾a,
rys. 2.1. Wobec g(t) jako funkcji ci ¾ag÷ej maj ¾a wi ¾ec
zastosowanie obydwa wzory, tzn. (2.5) i (2.6), wobec f(t)
i h(t) jedynie ten drugi.

f(t) g(t) h(t)

= +

Rys. 2.1: Funkcja f(t) jako suma funkcji ci ¾ag÷ej g(t) i skoku
h(t).

Ćwiczenie 2.5 (pochodna drugiego rz¾edu) W celu
sprawdzenia (2.7), przepiszemy (2.6) w postaci

L

�
d

dt
g(t)

�
= sLfg(t)g � g(0�);

sk ¾ad wynika, ·ze

L ff 00(t)g = L
�
d

dt
f 0(t)

�
= sLff 0(t)g � f 0(0�);

które to wyra·zenie jest równe

s [sF (s)� f(0�)]� f 0(0�) = s2F (s)� sf(0�)� f 0(0�):

Ćwiczenie 2.6 (ca÷ka) Wykazanie (2.8) nie jest trudne.
Ca÷kuj ¾ac bowiem przez cz ¾ésci i zak÷adaj ¾ac, ·ze

R1
0
jf(t)jdt <

1 , otrzymujemy

L

�Z t

0

f(t)d�

�
=

Z 1

0

�Z t

0

f(�)d�

�
e�stdt

=

�Z t

0

f(�)d�

�
�1
s
e�st

������t=1
t=0

+
1

s

Z 1

0

f(t)e�stdt

=
1

s
F (s):

2.4 Twierdzenia graniczne

Twierdzenia graniczne podaj ¾a zwi ¾azki pomi¾edzy
limt!0 f(t) i limt!1 f(t) czyli granicami funkcji
w dziedzinie czasu, a jej transformat ¾a F (s).

Twierdzenie 2.1 Jésli granica limt!0 f(t) istnieje, to

lim
t!0

f(t) = lim
s!1

sF (s):

W powy·zszym twierdzeniu limt!0 f(t) jest granic ¾a
prawostronn ¾a.

Twierdzenie 2.2 Jésli granica limt!1 f(t) istnieje, to

lim
t!1

f(t) = lim
s!0

sF (s):

Za÷o·zenie o tym, ·ze granica w dziedzinie czasu istnieje
jest istotne. Zauwa·zmy bowiem np., ·ze Lfsin(!t)g =
s=
�
s2 + !2

�
, sk ¾ad wynika lims!0 sLfsin!tg = 0. Nie

upowa·znia to jednak do wyci ¾agni¾ecia wniosku, ·ze granica
limt!1 sin!t jest równa zero.

3 Transformaty wybranych funkcji

Wykorzystuj ¾ac podane wczésniej w÷asnósci (2.3) i (2.4),
wyznaczymy teraz transformaty Laplace�a kilku wa·znych
funkcji.

Przyk÷ad 3.1 Dzi ¾eki (2.4),

Lftg = Lft� 1(t)g = � d

ds
Lf1(t)g = � d

ds

�
1

s

�
=
1

s2
:

Przyk÷ad 3.2 Korzystaj ¾ac z (2.3), otrzymujemy

Lfte�atg = Lftgjs=s+a =
1

s2

����
s=s+a

=
1

(s+ a)2
:

Przyk÷ad 3.3 Z (2.3) i Przyk÷adu 2.4 wynika, ·ze

e��t sin!t b= Lfsin!tgjs=s+� =
!

s2 + !2

����
s=s+�

=
!

(s+ �)2 + !2

jak równie·z

e��t cos!t b= s+ �

(s+ �)2 + !2
:
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4 1. Transformacja Laplace�a 4

Przyk÷ad 3.4 Z (2.4) i Przyk÷adu 2.4 wynika

t sin!t b= � d

ds
Lfsin!tg = � d

ds

!

s2 + !2
=

2!s

(s2 + !2)2

oraz

t cos!t b= s2 � !2
(s2 + !2)2

:

Przyk÷ad 3.5 Korzystaj ¾ac z (2.3) i Przyk÷adu 3.4,
wnioskujemy, ·ze

te��t sin!t b= Lft sin!tgjs=s+� =
2!(s+ �)

((s+ �)2 + !2)2

oraz

te��t cos!t b= (s+ �)2 � !2
((s+ �)2 + !2)2

:

W przyk÷adzie poni·zej korzystamy z zasady liniowósci
(2.2).

Przyk÷ad 3.6 Aby wyznaczýc transformat ¾e funkcji
2e3t + 4e�5t. korzystamy z (2.2), aby napisác

Lf 2e3t + 4e�5tg

= 2Lfe3tg+ 4Lfe�5tg = 2 1

s� 3 + 4
1

s+ 5

=
6s� 2

(s� 3) (s+ 5) :

4 Rozk÷ad na u÷amki proste

Transformaty Laplace�a funkcji, które nas interesuj ¾a maj ¾a
postác

L(s)

M(s)
;

gdzie L(s) i M(s) s ¾a wielomianami o stopniach l oraz m.
S ¾a to zatem funkcje wymierne. Omówimy teraz problem
znalezienia ich orygina÷ów, czyli

L�1
�
L(s)

M(s)

�
:

Istotny dla naszych rozwa·zań jest mianownik

M(s) = ams
m + am�1s

m�1 + � � �+ a1s+ a0
= am(s� s1)(s� s2) � � � (s� sm);

gdzie s1; s2; : : : ; sm�1; sm s ¾a jego pierwiastkami. Mog ¾a
býc one rzeczywiste lub zespolone. Zespolone wyst¾epuj ¾a
parami, ka·zdemu zespolonemu towarzyszy bowiem drugi
sprze·zony z nim. Zarówno pierwiastki rzeczywiste jak i pary
zespolone mog ¾a býc pojedyncze lub wielokrotne. Istotne
znaczenie ma dla nas

W÷asnóśc 4.1 Za÷ó·zmy, ·ze wszystkie pierwiastki wielomia-
nu M(s) s ¾a jednokrotne. Jésli
� l < m, to istniej ¾a liczby A1, A2, : : :, Am takie, ·ze

L(s)

M(s)
=

A1
s� s1

+
A2

s� s2
+ � � �+ Am

s� sm
;

� l = m, to istniej ¾a liczby A0, A1, . . . , Am takie, ·ze

L(s)

M(s)
= A0 +

A1
s� s1

+
A2

s� s2
+ � � �+ Am

s� sm
:

W obydwu przypadkach równósci zachodz ¾a dla wszystkich
s 2 (�1;1).

Dla l < m zatem

L(s)

M(s)
b= A1e

s1t +A2e
s2t + � � �+Amesmt;

dla l = m natomiast

L(s)

M(s)
b= A0�(t) +A1e

s1t +A2e
s2t + � � �+Amesmt:

Uwaga 4.1 W rozk÷adzie na u÷amki proste, jésli si jest
rzeczywiste, to Ai jest rzeczywiste, jésli zespolone, to Ai
jest tak·ze zespolone, jésli s1 = s2, to A1 = A2, np.

s+ 3

(s� 2)(s� j)(s+ j) =
1

s� 2 +
�1 + j
2(s� j) +

�1� j
2(s+ j)

Przyk÷ad 4.1 (l < m) Przyk÷adem rozk÷adu dla sytuacji
l < m jest

2s+ 3

(s+ 4)(s+ 5)
=

A1
s+ 4

+
A2
s+ 5

:

Przyk÷ad 4.2 (l = m) Jako przyk÷ad rozk÷adu dla sytuacji
l = m = 2, mo·ze s÷u·zýc

s2 + s+ 1

(2s+ 3)(5s+ 4)
= A0 +

A1
2s+ 3

+
A2
5s+ 4

:

Uwaga 4.2 (l = m) Rozk÷ad

s2 + 2s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)
=

a

s+ 1
+

b

s+ 2

niezgodny z W÷asnósci ¾a 4.1, nie jest poprawny, poniewa·z

a

s+ 1
+

b

s+ 2
=
(a+ b)s+ (2a+ b)

(s+ 1)(s+ 2)
;

sk ¾ad wynika, ·ze wyra·zenie w liczniku u÷amka po prawej
stronie nie jest wielomianem stopnia 2.

Dzi¾eki W÷asnósci 4.1 funkcja wymierna L(s)=M(s), której
bieguny, czyli pierwiastki równania M(s) = 0, s ¾a jed-
nokrotne, zosta÷a roz÷o·zona na u÷amki proste, czyli u÷amki
o postaci

1

s� si
:

Jésli natomiast bieguny te s ¾a wielokrotne, to rozk÷ad
wymaga mody�kacji, co pokazuje Przyk÷ad 4.8. Jedy-
nym problemem jest zatem wyznaczenie wspó÷czynników
omówionych rozk÷adów. Metody ich ustalania przedstawi-
my na przyk÷adach.

Przyk÷ad 4.3 (l < m) Na podstawie W÷asnósci 4.1 mo·ze-
my napisác

5s+ 11

(s+ 2)(s+ 3)
=

�

s+ 2
+

�

s+ 3
:

Mno·z ¾ac obie strony przez (s + 2)(s + 3), pozbywamy si ¾e
u÷amków i otrzymujemy

5s+ 11 = �(s+ 3) + �(s+ 2); (4.1)

czyli
5s+ 11 = (�+ �)s+ (3�+ 2�):
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5 1. Transformacja Laplace�a 5

Porównanie wspó÷czynników przy jednakowych pot ¾egach
zmiennej s stoj ¾acych po obu stronach równósci prowadzi do
uk÷adu równán

5 = �+ �
11 = 3�+ 2�

�
; (4.2)

który rozwi ¾azujemy, otrzymuj ¾ac � = 1 oraz � = 4. Zatem

5s+ 11

(s+ 2)(s+ 3)
=

1

s+ 2
+

4

s+ 3
b= e�2t + 4e�3t:

Przyk÷ad 4.4 Zadanie jak w poprzednim przyk÷adzie
rozwi ¾a·zemy w prostrzy sposób. Poniewa·z funkcje po obu
stronach (4.1) s ¾a identyczne, zatem w szczególnósci s ¾a
sobie równe dla s = �2 i s = �3. Wartósci te
podstawiamy kolejno do obydwu stron i otrzymujemy w ten
sposób � = 1, � = 4. Dzi ¾eki tym podstawieniom
unikn ¾elísmy rozwi ¾azywania uk÷adu (4.2) dwóch równán o
dwóch niewiadomych.

Przyk÷ad 4.5 (l = m) W tym przyk÷adzie stopnie wielo-
mianów w liczniku i mianowniku s ¾a jednakowe:

s2 + s+ 1

(s+ 3)(s+ 4)
= �0 +

�1
s+ 3

+
�2
s+ 4

;

sk ¾ad wynika s2+s+1 = �0(s+3)(s+4)+�1(s+4)+�2(s+3).
Podstawiaj ¾ac kolejno s = �3 oraz s = �4, znajdujemy �1 =
7 oraz �2 = �13. Aby wyznaczýc �0, mo·zna teraz podstawíc
np. s = 0, sk ¾ad wynika, ·ze �0 = 1. Zatem orygina÷em jest
�(t) + 7e�3t � 13e�4t.

Przyk÷ad 4.6 (pierwiastki zespolone) Wyka·zemy, ·ze
bieguny zespolone zwi ¾azane s ¾a z sygna÷em periodycznym.
Jésli bowiem mianownik funkcji wymiernej ma par¾e takich
pierwiastków, powiedzmy s1 = � + j! i s2 = s1 = � � j!,
to w jej rozk÷adzie pojawia si ¾e wyra·zenie

G(s) =
A

s� s1
+

B

s� s2
; (4.3)

w którym A i B s ¾a liczbami zespolonymi, patrz Uwaga 4.1.
Jest ono równe

A

(s� �)� j! +
B

(s� �) + j!

=
(A+B) (s� �)
(s� �)2 + !2 + j

(A�B)!
(s� �)2 + !2 ;

Poniewa·z dla rzeczywistych s przyjmuje ono wartósci
rzeczywiste (jako transformata rzeczywistej funkcji czasu),
zatem j(A � B) jest liczb ¾a rzeczywist ¾a, sk ¾ad wynika, ·ze
B = A. Oznaczaj ¾ac A = ���j�, dochodzimy w ten sposób
do wniosku, ·ze B = �� + j�. Badane wyra·zenie jest wi ¾ec
równe

2�!

(s� �)2 + !2 �
2�(s� �)

(s� �)2 + !2 ; (4.4)

czego orygina÷em jest

2e�t (� sin!t� � cos!t)

= 2

q
�2 + �2e�t

"
�p

�2 + �2
sin!t� �p

�2 + �2
cos!t

#

= 2

q
�2 + �2e�t [cos' sin!t� sin' cos!t]

= 2

q
�2 + �2e�t sin(!t� ');

przy czym sin' = �=
p
�2 + �2. W rezultacie

g(t) = 2jAje�t sin(!t� ');

która to funkcja jest periodyczna. Z (4.4) wynika ponadto,
·ze rozk÷adaj ¾ac funkcj ¾e na u÷amki mo·zna, zamiast wyra·zenia
jak w (4.3), zastosowác u÷amek o postaci

as+ b

(s� s1)(s� s2)
;

gdzie a = �2�, b = 2�� + 2�! s ¾a liczbami rzeczywistymi.

Przyk÷ad 4.7 (pierwiastki zespolone) Nawi ¾azuj ¾ac do
Przyk÷adu 4.6, mo·zemy napisácZ t

0

g(�)d� = 2jAj
Z t

0

e�� sin(!� � ')d�;

gdzie ca÷ka po prawej stronie jest równa

1

�2 + !2
(! cos'+ � sin')

� 1

�2 + !2
e�t (! cos (!t� ')� � sin (!t� ')) ;

która to wielkóśc jest z kolei równa

1p
�2 + !2

[(cos cos'+ sin sin')

�e�t (cos cos (!t� ')� sin sin (!t� '))
�

=
1p

�2 + !2

�
cos( � ')� e�t cos(!t+  � ')

�
;

przy czym sin = �=
p
�2 + !2. Zatem

1

s
G(s) b= Z t

0

g(�)d�

=
2jAj cos�p
�2 + !2

�
1� 1

cos�
e�t cos(!t+ �))

�
;

gdzie � =  � '.

Przyk÷ad 4.8 (pierwiastek wielokrotny) Poniewa·z je-
den z pierwiastków mianownika w (4.5) jest dwukrotny, wi ¾ec
W÷asnóśc 4.1 nie ma zastosowania. Rozk÷ad na u÷amki
proste jest bowiem nast ¾epuj ¾acy:

1

s(s� 1)2 =
A

s
+

B

s� 1 +
C

(s� 1)2 : (4.5)

Zatem
1 = A(s� 1)2 +Bs(s� 1) + Cs:

Podstawiaj ¾ac s = 0 i s = 1, wyliczamy A = 1 oraz C = 1.
Zatem 1 = (s�1)2+Bs(s�1)+s, sk ¾ad wynika, ·ze B = �1.
Ostatecznie

1

s(s� 1)2 =
1

s
� 1

s� 1 +
1

(s� 1)2 :

Poniewa·z
B

s� 1 +
C

(s� 1)2 =
bs+ c

(s� 1)2 ;

gdzie b = B, c = C �B, zatem rozk÷ad

1

s(s� 1)2 =
�

s
+

�s+ 

(s� 1)2

jest tak·ze poprawny.
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5 Równanie ró·zniczkowe

Liniowe równanie ró·zniczkowe rz¾edu n ma postác

any
(n)(t) + an�1y

(n�1)(t) + � � �+ a1y(1)(t) + a0y(t) = u(t);

gdzie u(t) jest znan ¾a funkcj ¾a, przy czym t 2 [0;1).
Towarzyszy mu tzw. warunek pocz ¾atkowy, czyli zestaw
n liczb

y(n�1)(0�); y
(n�2)(0�); : : : ; y

(1)(0�); y(0�):

Korzystaj ¾ac z narz¾edzia jakim jest transformacja Laplace�a,
mo·zemy je rozwi ¾azác, tzn. potra�my wyznaczýc funkcj¾e
y(t); t 2 [0;1), która je spe÷nia.

Przyk÷ad 5.1 Rozwi ¾a·zemy teraz równanie ró·zniczkowe
pierwszego rz ¾edu

y0(t) + ay(t) = 0;

przy warunku pocz ¾atkowym y(0�). Dokonuj ¾ac przekszta÷ce-
nia Laplace�a wobec obydwu jego stron otrzymujemy

sY (s)� y(0�) + aY (s) = 0;

patrz (2.6), sk ¾ad wynika, ·ze

Y (s) =
y(0�)

s+ a
:

Zatem
y(t) = y(0�)e

�at:

Przyk÷ad 5.2 Równaniu ró·zniczkowemu drugiego rz ¾edu

y00(t) + 3y0(t) + 2y(t) = �(t)

towarzyszy warunek pocz ¾atkowy y0(0�); y(0�). Poniewa·z

Lfy(t)g = Y (s); Lfy0(t)g = sY (s)� y(0�);

Lfy00(t)g = s2Y (s)� sy(0�)� y0(0�);

patrz (2.6), (2.7) i Przyk÷ad 2.1, zatem dokonuj ¾ac transfor-
macji Laplace�a wobec obydwu stron równania otrzymujemy�
s2Y (s)� sy(0�)� y0(0�)

�
+3 [sY (s)� y0(0�)]+2Y (s) = 1;

sk ¾ad wynika

(s2 + 3s+ 2)Y (s) = [sy(0�) + 4y
0(0�)] + 1:

Zatem

Y (s) =
sy(0�) + 4y

0(0�) + 1

s2 + 3s+ 2
=
sy(0�) + 4y

0(0�) + 1

(s+ 1)(s+ 2)

=
a

s+ 1
+

b

s+ 2
;

gdzie a = 4y0(0�)� y(0�) + 1, b = �4y0(0�) + 2y(0�)� 1.
W rezultacie

y(t) = ae�t + be�2t:

Przyk÷ad 5.3 Rozwi ¾a·zemy teraz równanie

y00 + y = 0;

przy warunku pocz ¾atkowym y0(0�); y(0�). Stosuj ¾ac trans-
formacj ¾e Laplace�a, otrzymujemy

(s2 + 1)Y (s)� sy(0�)� y0(0�)� y(0�) = 0;

sk ¾ad wynika

Y (s) =
As

s2 + 1
+

B

s2 + 1
;

gdzie A = y(0�), B = �y0(0�)� y(0�). Zatem

y(t) = A cos t+B sin t

=
p
A2 +B2

�
Ap

A2 +B2
cos t+

Bp
A2 +B2

sin t

�
=

p
A2 +B2 (sin' cos t+ cos' sin t)

=
p
A2 +B2 sin(t+ ');

przy czym sin' = A=
p
A2 +B2.

6 Tablica transformat

�(t) 1

1(t)
1

s

t
1

s2

1

2
t2

1

s3

e�at
1

s+ a

te�at
1

(s+ a)2

1

2
t2e�at

1

(s+ a)3

sin!t
!

s2 + !2

cos!t
s

s2 + !2

sin(!t+ ')
s sin'+ ! cos'

s2 + !2

cos(!t+ ')
s cos'� ! sin'

s2 + !2

e��t sin!t
!

(s+ �)2 + !2

e��t cos!t
s+ �

(s+ �)2 + !2

t sin!t
2!s

(s2 + !2)
2

t cos!t
s2 � !2

(s2 + !2)
2

te��t sin!t
2!(s+ �)

((s+ �)2 + !2)
2

te��t cos!t
(s+ �)2 � !2

((s+ �)2 + !2)
2
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