
1 2. Systemy dynamiczne 1

1 Wprowadzenie

Przedstawimy drog¾e, która prowadzi od rzeczywistego
procesu do tego co b¾edziemy nazywác systemem.
Proces
Rzeczywisty proces mo·ze miéc ró·znoraki charakter. Mo·ze

to býc np. zespó÷ zjawisk zachodz ¾acych w reaktorze
chemicznym, kotle ciep÷owniczym, czy na rynku pewnego
produktu. Procesem tym mo·ze býc tak·ze np. lec ¾acy
samolot. Natura zachodz ¾acych zjawisk mo·ze býc ca÷kowicie
dowolna, mog ¾a one miéc charakter np. chemiczny, �zyczny,
ekonomiczny czy te·z np. spo÷eczny.
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Rys. 1.1: Od procesu do systemu liniowego.

Od procesu do systemu
W procesie ustalamy zestaw wielkósci wyj́sciowych

�1; : : : ; �q, rys. 1.1, odnósnie do których b¾edziemy sta-
wiác pewne wymagania, a które nazywamy wielkósciami
wyj́sciowymi. Nast¾epnie okréslamy wielkósci wej́sciowe
�1; : : : ; �p, za pomoc ¾a których b¾edziemy si¾e starali oddzia-
÷ywác na proces tak, aby ustalone przed chwil ¾a wielkósci
wyj́sciowe zachowywa÷y si¾e w po·z ¾adany sposób. Pozosta÷e,
w nieznanej zazwyczaj liczbie, oznaczone jako z1; z2; : : :,
maj ¾ace wp÷yw na wyj́scia s ¾a zak÷óceniami. Niektórych
takich wielkósci zak÷ócaj ¾acych mo·zemy nawet nie znác.
Wynikiem tych wszystkich podj¾etych przez nas wyborów
jest to, co nazywamy systemem. Jest to zatem proces
z wyró·znionymi zestawami wielkósci wej́sciowych i wyj́s-
ciowych poddany dzia÷aniom zak÷óceń.
Identy�kacja systemu
Kolejna czynnóśc, to sporz ¾adzenie opisu systemu, np.

równania ró·zniczkowego. Procedura ustalania opisu nazywa
si¾e identy�kacj ¾a systemu. Wykonywana jest ona na pod-
stawie tzw. informacji apriorycznej o systemie, np. równań
wynikaj ¾acych z praw �zyki, oraz danych empirycznych,
czyli wyników pomiarów przeprowadzonych na sygna÷ach
wej́sciowych i wyj́sciowych systemu.
Linearyzacja
Otrzymany opis, np. wspomniane równanie ró·zniczkowe,

jest zazwyczaj nieliniowy. Jésli nieliniowósci nie s ¾a znaczne,
to po przeprowadzeniu linearyzacji wokó÷ nominalnego
punktu pracy otrzymujemy system dynamiczny opisywany
liniowym równaniem ró·zniczkowym.

Przyk÷ad 1.1 Niech procesem b¾edzie zespó÷ zjawisk za-
chodz ¾acych w lec ¾acym samolocie. Przyjmuj ¾ac wysokóśc
lotu, kurs i szybkóśc jako wielkósci wyj́sciowe oraz po÷o·zenie
sterów wysokósci, kierunku oraz nat ¾e·zenie dop÷ywu paliwa
jako wej́sciowe, proces ten traktujemy jako system dyna-
miczny o trzech wej́sciach oraz trzech wyj́sciach. Zak÷óce-
niami s ¾a np. szybkóśc i kierunek wiatru czy te·z císnienie
powietrza. Korzystaj ¾ac nast ¾epnie z praw aerodynamiki
i danych pomiarowych ustala si ¾e w procesie identy�kacji
opis takiego systemu, np. w postaci równán ró·zniczkowych.

Przyk÷ad 1.2 W tzw. procesie pH do zbiornika, w którym
zachodzi proces mieszania, wlewa si ¾e trzy substancje,
zasad ¾e, kwas i, ze sta÷ym nat ¾e·zeniem dop÷ywu, stabiliza-
tor. Celem jest otrzymanie cieczy o zadanym pH, tzn.
o zadanym poziomie kwasowósci. Jako wielkósci wyj́sciowe
mo·zna przyj ¾ác poziom cieczy w zbiorniku oraz wspó÷czynnik
pH w cieczy go opuszczaj ¾acej. Wielkósci wej́sciowe, to
nat ¾e·zenia dop÷ywu kwasu i zasady. Tak zde�niowany system
ma po dwie wielkósci wej́sciowe i wyj́sciowe.

2 Linearyzacja

Ide¾e linearyzacji przedstawimy na przyk÷adzie procesu
jakim jest poruszaj ¾acy si¾e samochód, rys 2.1. Przy braku
tarcia ruch samochodu o masie m pod wp÷ywem si÷y F po
poziomej p÷aszczýznie mo·zna opisác równaniem

mv0(t) + '(v(t)) = F (t); (2.1)

gdzie v jest pr¾edkósci ¾a, '(v) oporem powietrza zale·znym
nieliniowo od pr¾edkósci, co wynika z drugiej zasady
dynamiki Newtona.

n(v) F

v

Rys. 2.1: Samochód poruszaj ¾acy si¾e z pr¾edkósci ¾a v(t) pod
wp÷ywem si÷y F (t) przy sile oporu '(t).
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Rys. 2.2: Charakterystyka nieliniowa '(v) (linia ci ¾ag÷a) i jej
przybli·zenie wokó÷punktu v0 (linia prosta przerywana).

Przeprowadzimy teraz procedur¾e linearyzacji, rys. 2.2.
Punktem pracy jest (F0; v0), gdzie v0 jest sta÷¾a pr¾edkósci ¾a
osi ¾agan ¾a przez samochód pod wp÷ywem si÷y F0, tzn. takiej,
dla której

'(v0) = F0; (2.2)

bowiem wówczas v0(t) = 0. Z rysunku wynika, ·ze

'(v) = '(v0) + a(v � v0) +R;

gdzie a = '0(v0) = tg�. Pomijaj ¾ac R, czyli tzw. reszt¾e
w tym rozwini¾eciu funkcji '(:) wokó÷punktu v0, i godz ¾ac
si¾e na b÷¾ad z tego wynikaj ¾acy, otrzymujemy

'(v) = '(v0) + (v � v0)a;

co pozwala przej́śc od nieliniowego równania (2.1) do jego
przybli·zonej postaci liniowej jak poni·zej:

mv0(t) + '(v0) + a(v(t)� v0) = F (t); (2.3)
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czyli

m (v(t)� v0)0 + a(v(t)� v0) = F (t)� '(v0);
bowiem v00 = 0. Uwzgl¾edniaj ¾ac równanie punktu pracy
(2.2), otrzymujemy zatem

m (v(t)� v0)0 + �(v(t)� v0) = F (t)� F0:
Wprowadzaj ¾ac nast¾epnie nowe zmienne o charakterze
wzgl¾ednym świadcz ¾ace o odchyleniu od punktu pracy,
a mianowicie: u(t) = F (t) � F0 oraz y(t) = v(t) � v0,
dochodzimy ostatecznie do równania liniowego o postaci

my0(t) + ay(t) = u(t): (2.4)

W pierwszym kroku procedura linearyzacji przybli·zy÷a
charakterystyk¾e nieliniow ¾a '(v) charakterystyk ¾a liniow ¾a
'(v0) + (v � v0)a, w drugim zamieni÷a zmienne (F; v) na
(u; y). Jej pierwszy krok, to przej́scie od nieliniowego
równania (2.1) do jego liniowego przybli·zenia (2.3), drugi
prowadzi od (2.3) do (2.4) i polega na zamianie zmiennych.
Innymi s÷owy, system nieliniowy o wej́sciu F (t) i wyj́sciu
v(t) procedura ta zast ¾api÷a systemem liniowym o wej́sciu
u(t) i wyj́sciu y(t), rys. 2.3. Poczynione przy tym
przybli·zenie polega na pomini¾eciu sk÷adnika R.

v(t)F(t) SAMOCHÓD
JAKO SYSTEM
NIELINIOWY

y(t)u(t) SAMOCHÓD
JAKO SYSTEM

LINIOWY

\linearyzacja

v(t)F(t) SAMOCHÓD
JAKO SYSTEM

LINIOWY

\zamiana zmiennych

Rys. 2.3: Samochód. Od systemu nieliniowego do liniowego.

Liniowe równania (2.3) i (2.4) opisuj ¾a w sposób przy-
bli·zony ruch samochodu, gdy dzia÷aj ¾aca si÷a i wynikaj ¾aca
z niej pr¾edkóśc niewiele ró·zni ¾a si¾e od F0 i v0, czyli punktu
pracy, bowiem pomini¾ety sk÷adnik R jest wtedy ma÷y.
Zauwa·zmy przy tym, ·ze, jésli realny system, czyli samochód
znajduje si¾e w punkcie pracy, to w pierwszym z tych równań
jest tak, ·ze F (t) = F0 oraz v(t) = v0, w drugim, natomiast,
u(t) = 0 i y(t) = 0.
Z przyk÷adu wynika uwaga o charakterze ogólnym.

Sygna÷y �(t) oraz �(t) w systemie rzeczywistym, rys. 1.1,
maj ¾a charakter bezwzgl¾edny, natomiast sygna÷y u(t) oraz
y(t) w systemie liniowym s ¾a wzgl¾edne, gdy·z świadcz ¾a
o odchyleniu �(t) od �0 oraz �(t) od �0, gdzie (�0; �0) jest
punktem pracy. Sytuacja u(t) = 0, y(t) = 0 oznacza
bowiem, ·ze �(t) = �0 i �(t) = �0, tzn. ·ze system znajduje
si¾e w punkcie pracy.

3 System dynamiczny

W systemie dynamicznym jak na rys. 3.1 wej́sciem,
czyli pobudzeniem, jest sygna÷u(t), wyj́sciem jest y(t).
Pobudzenie jest sygna÷em takim, ·ze

u(t) = 0, dla wszystkich t < 0, (3.1)

rys. 3.2. Przedstawimy teraz kolejno ró·zne sposoby opisu
relacji pomi¾edzy pobudzeniem u(t) i reakcj ¾a y(t).

y(t)u(t)

Rys. 3.1: Liniowy system dynamiczny.

00
t

y(t)
t

u(t)

Rys. 3.2: Przyk÷ad reakcji systemu na pobudzenie.

4 Równanie ró·zniczkowe

Podstawowym opisem systemu jest liniowe równanie ró·z-
niczkowe

amy
(m) + am�1y

(m�1) + am�2y
(m�2) + � � �+ a1y(1) + a0y

= blu
(l) + bl�1u

(l�1) + � � �+ b1u(1) + b0u (4.1)

rz¾edu m, któremu towarzyszy warunek pocz ¾atkowy

y(0�); y
(1)(0�); y

(2)(0�); : : : ; y
(m�1)(0�); (4.2)

tzn. zestaw m liczb. Aby nie komplikowác zapisu, przy
zmiennych y oraz u pomin¾elísmy argument t, zamiast
np. y(k)(t) napisalísmy po prostu y(k). Jego rozwi ¾azanie,
czyli y(t), jest reakcj ¾a na pobudzenie u(t) przy podanym
warunku pocz ¾atkowym. Aby je wyznaczýc, skorzystamy
z narz¾edzia jakim jest transformacja Laplace�a.
Zaczniemy od przypomnienia1 , ·ze y(1)(t) b= sY (s) �

y(0�), y(2)(t) b= s2Y (s)� sy(0�)� y(1)(0�), itd. Ogólnie
y(k)(t) b= skY (s)� Pk�1(s);

gdzie Pk�1(s) = sk�1y(0�)+ � � �+sy(k�2)(0�)+y(k�1)(0�)
jest wielomianem stopnia k� 1. Zatem transformacja lewej
strony równania (4.1) prowadzi do wyra·zenia�
ams

m + am�1s
m�1 + � � �+ a1s+ a0

�
Y (s)�Wm�1(s);

w którym

Wm�1(s) = amPm�1(s) + am�1Pm�2(s) + � � �+ a1P0(s)

jest wielomianem stopnia m � 1. Jego wspó÷czynniki
zale·z ¾a od warunku pocz ¾atkowego (4.2) i wspó÷czynników
am; am�1; : : : ; a0 równania.
Wynikiem transformacji prawej strony jest natomiast�

bls
l + bl�1s

l�1 + � � �+ b1s+ b0
�
U(s);

gdy·z u(0�) = u(1)(0�) = � � � = u(l�1)(0�) = 0, a to z uwagi
na (3.1).
Obustronna transformacja równania (4.1) doprowadza

zatem do równania jak poni·zej:�
ams

m + am�1s
m�1 + � � �+ a1s+ a0

�
Y (s)�Wm�1(s)

=
�
bls

l + bl�1s
l�1 + � � �+ b1s+ b0

�
U(s):

W rezultacie mo·zemy napisác, ·ze

Y (s) =
L(s)

M(s)
U(s) +

Wm�1(s)

M(s)
; (4.3)

1patrz: 1. Transformacja Laplace�a, § 2.3.
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gdzie

M(s) = ams
m + am�1s

m�1 + � � �+ a1s+ a0; (4.4)

który to wielomian jest nazywamy charakterystycznym,
oraz L(s) = blsl+ bl�1sl�1+ � � �+ b1s+ b0. Aby wyznaczýc
y(t), np. metod ¾a rozk÷adu na u÷amki proste, nale·zy
rozwi ¾azác równanie charakterystyczne

M(s) = 0; (4.5)

czyli wyznaczýc jego pierwiastki

s1; s2; : : : ; sm: (4.6)

Niestety, mo·zna to uczyníc jedynie dla m � 4, bowiem
dla wi¾ekszych wartósci m zadanie to, poza szczególnymi
przypadkami, jest niewykonalne. Otrzymanie jawnej
postaci rozwi ¾azania nie jest zatem mo·zliwe.
Z (4.3) wynika niemniej jednak, ·ze

y(t) = L�1
�
L(s)

M(s)
U(s)

�
+ L�1

�
Wm�1(s)

M(s)

�
: (4.7)

Reakcja y(t) systemu b¾ed ¾aca sum ¾a dwóch sk÷adowych,
zale·zy wi¾ec od:

I pobudzenia u(t),
I warunku pocz ¾atkowego,
I w÷asnósci systemu, czyli am; : : : ; a0 oraz bl; : : : ; b0.

Pierwsza sk÷adowa zale·zy od
I pobudzenia,
I w÷asnósci systemu,
B lecz nie zale·zy od warunku pocz ¾atkowego.

Jest ona odpowiedzi ¾a systemu na pobudzenie u(t) w sytu-
acji, gdy warunek pocz ¾atkowy jest zerowy, tzn. gdy
Wm�1(s) � 0.
Druga sk÷adowa zale·zy od

I warunku pocz ¾atkowego,
I w÷asnósci systemu,
B lecz nie zale·zy od pobudzenia.

Jest ona zatem wyj́sciem systemu, gdy pobudzenie jest
zerowe.

Przyk÷ad 4.1 Dokonuj ¾ac transformacji obydwu stron rów-
nania y0 + ay = bu, otrzymujemy sY (s) + Y (s) � y(0�) =
U(s), sk ¾ad wynika, ·ze

Y (s) =
1

s+ a
U(s) +

y(0�)

s+ a
:

Przyk÷ad 4.2 Dla systemu o równaniu ró·zniczkowym

2y00 + 3y0 + 4y = 5u0 + 6u;

transformacja Laplace�a doprowadza do równania

2
�
s2Y (s)� sy(0�)� y0(0�)

�
+ 3 [sY (s)� y(0�)] + 4Y (s)

= (5s+ 6)U(s):

W rezultacie

Y (s) =
5s+ 6

2s2 + 3s+ 4
U(s) +

2y(0�)s+ (2y
0(0�) + 3y(0�))

2s2 + 3s+ 4
:

5 Transmitancja

Transmitancj ¾a systemu opisywanego równaniem
ró·zniczkowym (4.1), nazywamy u÷amek

K(s) =
L(s)

M(s)

=
bls

l + bl�1s
l�1 + � � �+ b1s+ b0

amsm + am�1sm�1 + � � �+ a1s+ a0
: (5.1)

Transmitancja jest funkcja wymiern ¾a, tzn. ilorazem
dwóch wielomianów. Pierwiastki (4.6) równania charak-
terystycznego (4.5), czyli pierwiastki charakterystyczne, s ¾a
nazywane jej biegunami.
U·zywaj ¾ac poj¾ecia transmitancji, relacje (4.3) i (4.7)

mo·zemy zapisác jako

Y (s) = K(s)U(s) +
Wm�1(s)

M(s)

oraz

y(t) = L�1 fK(s)U(s)g+ L�1
�
Wm�1(s)

M(s)

�
:

Wynika st ¾ad, ·ze, jésli warunek pocz ¾atkowy jest zerowy, czyli
jésli Wm�1(s) � 0, to

Y (s) = K(s)U(s): (5.2)

Z uwagi na to, u÷amek

K(s) =
Y (s)

U(s)

mo·ze býc alternatywn ¾a de�nicj ¾a transmitancji, pod warun-
kiem jednak, ·ze warunek pocz ¾atkowy jest zerowy.

Przyk÷ad 5.1 System o równaniu ró·zniczkowym

ay0 + by = cu;

ma transmitancj ¾e
c

as+ b
:

Przyk÷ad 5.2 Transmitancj ¾a systemu o równaniu

y(3) + 5y(2) + 3y = u(1) + 2u

jest
s+ 2

s3 + 5s2 + 3
:

Przyk÷ad 5.3 Równaniem ró·zniczkowym systemu o trans-
mitancji

4s+ 5

s2 + 2s+ 3
jest

y00 + 2y0 + 3 = 4u0 + 5u:

5.1 Liniowóśc

System jest nazywany liniowym, poniewa·z opisywany jest
liniowym równaniem ró·zniczkowym. Co wi¾ecej, jest liniowy
tak·ze pod wzgl¾edem w÷asnósci, o ile warunek pocz ¾atkowy
jest zerowy.

W÷asnóśc 5.1 (liniowóśc) Niech warunek pocz ¾atkowy
b¾edzie zerowy. Jésli na pobudzenia u1 i u2 reakcjami
systemu s ¾a y1 i y2, to reakcj ¾a na au1 + bu2 jest au1 + bu2.
Jésli na u reakcj ¾a jest y, to reakcj ¾a na u0 jest y0, na

R t
0
u

jest
R t
0
y.
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5.2 Struktury

Systemy dynamiczne mo·zna ÷¾aczýc tworz ¾ac ró·zne struktury.
Transmitancja po÷¾aczenia szeregowego, rys. 5.1, wynosi
G(s)H(s), bowiem

Y (s)

U(s)
=
Y (s)

W (s)

W (s)

U(s)
= H(s)G(s):

w(t) y(t)u(t)
G(s) H(s)

Rys. 5.1: Po÷¾aczenie szeregowe.

Transmitancja po÷¾aczenia równoleg÷ego, rys. 5.2, jest
równa G(s) +H(s), bowiem

Y (s)

U(s)
=
W (s)

U(s)
+
Z(s)

U(s)
= G(s) +H(s)

z(t)

y(t)
u(t)

u(t) u(t)

G(s)

H(s)

w(t)

Rys. 5.2: Po÷¾aczenie równoleg÷e.

System ze sprz¾e·zeniem zwrotnym, rys. 5.3, ma transmi-
tancj¾e

Y (s)

U(s)
=

K(s)

1�K(s) ;

co wynika z zale·znósci Y (s) = K(s)W (s) i W (s) = U(s)�
Y (s). Przy znaku "�" mówimy o sprz¾e·zeniu ujemnym, przy
"+" dodatnim.

K w(t)u(t) y(t)y(t)
y(t)

K(s)

Rys. 5.3: Sprz¾e·zenie zwrotne.

Uwaga 5.1 Na schematach u·zywa si ¾e elementów, które
wyjásnia rys. 5.4.

6 Splot

W sytuacji, gdy warunek pocz ¾atkowy jest zerowy, obo-
wi ¾azuje relacja (5.2), z której wynika, ·ze wyj́scie mo·zna
wyrazíc jak poni·zej

y(t) =

Z t

0

k(�)u(t� �)d�

=

Z t

0

k(t� �)u(�)d� ;

gdzie k(t) = L�1 fK(s)g. Sygna÷wyj́sciowy jest wyra·zony
przy pomocy splotu funkcji k(t) i u(t).

x(t)+y(t)!z(t)

z(t)

!y(t)

x(t)

x(t)

x(t)

x(t)

x(t)

Rys. 5.4: W¾eze÷zaczepowy (po lewej) i sumacyjny (po
prawej).

7 Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa to

K(j!);

przy czym zmienn ¾a ! nazywa si¾e cz¾estotliwósci ¾a. Jest ona
powi ¾azana z reakcj ¾a systemu na wymuszenie sinusoidalne,
patrz § 9.3, a jej gra�czne przedstawiena, to charakterystyki
cz¾estotliwósciowe, które omówimy w dalszych cz¾ésciach.

Przyk÷ad 7.1 Dla systemu o transmitancji

K(s) =
2

3s+ 4

transmitancj ¾a widmow ¾a jest

K(j!) =
2

3j! + 4
=

8

16 + 9!2
� j 6!

16 + 9!2
:

8 Charakterystyki cz¾estotliwósciowe

Transmitancja widmowa jest przedstawiana w postaci
wykresów, które nazywamy charakterystykami cz¾estotli-
wósciowymi. Przedstawiaj ¾a one K(j!) dla ! zmieniaj ¾acego
si¾e w zakresie [0;1). Poniewa·z charakterystyki te s ¾a
wykresami na p÷aszczýznie, a funkcja K(j!) jest tworem
trójwymiarowym (wymiary te to: !, ReK(j!), ImK(j!)),
mo·ze býc ich wiele, tak jak mo·ze býc wiele ró·znych
przedstawień kszta÷tów trójwymiarowych na p÷aszczýznie.

8.1 Charakterystyka amplitudowo-fazowa

Wykres K(j!) na p÷aszczýznie liczb zespolonych, patrz
rys. 8.1, nazywa si¾e charakterystyk ¾a amplitudowo-fazow ¾a.
Ró·zne punkty charakterystyki odpowiadaj ¾a ró·znym wartós-
ciom zmiennej !. Jej pocz ¾atek, to K(0), na rysunku
wartóśc ta jest dodatnia.

Re

Im
K(0)

argK(j )

Rys. 8.1: Przyk÷ad charakterystyki amplitudowo-fazowej.
Pocz ¾atek, to K(0); strza÷ka wskazuje wzrost wartósci !.

8.2 Charakterystyki logarytmiczne

Charakterystyki logarytmiczne przedstawione s ¾a na rys. 8.2.
Na obu ós ! ma logarytmiczn ¾a skal¾e dekadow ¾a. Amplitu-
dowa pokazuje 20 log jK(j!)j, przy czym jednostk ¾a wzmoc-
nienia jest decybel, w skrócie dB. Zatem np. wzmocnienie
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101

20log|K(j )|
log

0,1

argK(j )
log

0,1 101

Rys. 8.2: Przyk÷ad charakterystyk logarytmicznych. Am-
plitudowa po lewej i fazowa po prawej.

100, to 40dB, bowiem 20 log 100 = 40. Charakterystyka
fazowa przedstawia natomiast argK(j!).
Charakterystyki po÷¾aczenia szeregowego systemów s ¾a

sumami ich charakterystyk, bowiem

20 log jK(j!)G(j!)j = 20 log jK(j!)j+ 20 log jG(j!)j;

argK(j!)G(j!) = argK(j!) + argG(j!):

9 Reakcja systemu na standardowe
pobudzenia

Omówimy teraz reakcj¾e systemu na obudzenia standar-
dowe w sytuacji, gdy warunek pocz ¾atkowy jest zerowy.
Pobudzenia te, to:

� impuls Diraca �(t),
� skok jednostkowy 1(t),
� sinusoida sin!t.

9.1 Odpowied́z impulsowa

Reakcja y(t) na pobudzenie u(t) = �(t) nazywa si¾e
odpowiedzi ¾a impulsow ¾a. Jest oczywiste, ·ze przy takim
pobudzeniu Y (s) = K(s), bowiem U(s) = 1. Zatem y(t) =
L�1fK(s)g = k(t) (pami¾etamy o konwencji oznaczania
orygina÷u i transformaty odpowiednio ma÷¾a i wielka liter ¾a).
Odpowiedzi ¾a impulsow ¾a jest zatem

k(t) b= K(s);
czyli funkcja oryginalna wobec transmitancji.
Z uwagi na (4.5) i (4.5), mo·zemy napisác M(s) =

am (s� s1) � � � (s� sm). Jésli zatem l � m, to rozk÷ad na
u÷amki proste ma postác jak poni·zej:

K(s) =
L(s)

M(s)
= �0 +

�1
s� s1

+ � � �+ �m
s� sm

;

przy czym �0 = 0 dla l < m. Za÷o·zylísmy przy tym dla
uproszczenia, ·ze wszystkie bieguny transmitancji, czyli pier-
wiastki charakterystyczne, s ¾a jednokrotne. W rezultacie

k(t) = �0�(t) + �1e
�s1t + � � �+ �me�smt: (9.1)

Ka·zdy biegun wnosi wi¾ec do odpowiedzi impulsowej
w÷asny wk÷ad. Dla wygody b¾edziemy mówíc o sk÷a-
dowej pochodz ¾acej od bieguna rzeczywistego i sk÷adowej
pochodz ¾acej od pary biegunów zespolonych. Kszta÷t ka·zdej
zale·zy od po÷o·zenia stosownych biegunów na p÷aszczýznie
liczb zespolonych, rys. 9.1.
Pochodz ¾aca od bieguna rzeczywistego, oznaczmy go przez

�, ma kszta÷t e�t i jest aperiodyczna. Dla � < 0 zanika wraz
z czasem, dla � = 0 jest ona sta÷a, dla � > 0 narasta do
nieskończonósci.

Rys. 9.1: Bieguny transmitancji i sk÷adowe odpowiedzi
impulsowej.

Z kolei para biegunów zespolonych2 , oznaczmy j ¾a jako
(s1 = � + j!; s2 = � � j!), wnosi sk÷adow ¾a periodyczn ¾a
typu e�t sin!t. Dla � < 0 suma ta zanika, dla � = 0 jest
ona sinusoid ¾a o sta÷ej amplitudzie, dla � > 0 narasta.
Jésli natomiast biegun lub ich para s ¾a dwukrotne, to

pojawia si¾e odpowiednio sk÷adowa te�t lub te�t sin!t. Ich
omawiana w÷asnóśc, tzn. zanikanie, ograniczonóśc, lub
narastanie, zale·zy od � w podobny sposób jak dla pary
jednokrotnej.
Z powy·zszego wynika zatem, ·ze jésli wszystkie bieguny

transmitancji le·z ¾a w lewej pó÷p÷aszczýznie, tzn. jésli
bieguny rzeczywiste s ¾a ujemne a zespolone maj ¾a ujemne
cz¾ésci rzeczywiste (systemy takie b ¾edziemy nazywác stabil-
nymi), to limt!1 k(t) = 0.

9.2 Odpowied́z skokowa

Odpowied́z skokowa oznaczona jako �(t), to reakcja sys-
temu na skok jednostkowy u(t) = 1(t). Poniewa·z U(s) =
1=s, zatem

�(t) b= 1

s
K(s):

Z uwagi na liniowóśc systemu, jest oczywiste, ·ze

�(t) =

Z t

0

k(�)d� oraz k(t) =
d

dt
�(t):

Poniewa·z �(t) =
R t
0
k(�)d� , zatem z (9.1) i liniowósci

systemu wynika

�(t) = �0 + �1

Z t

0

e�s1�d� + � � �+ �m
Z t

0

e�sm�d� ; (9.2)

co oznacza, ·ze ka·zdy biegun rzeczywisty i ka·zda para
biegunów zespolonych wnosz ¾a odpowiednio swoj ¾a sk÷adow ¾a,
rys. 9.2, a ponadto pojawia si¾e wyraz �0.
Dla rzeczywistego jest ona proporcjonalna do

R t
0
e��d� ,

czyli funkcji typu 1� e�t, oznaczenia biegunów jak w § 9.1.
Sk÷adowa pochodz ¾aca od pary biegunów sprz¾e·zonych3 jest
periodyczna i ma kszta÷t jak 1�e�t cos!t. Dla � < 0 zatem
sk÷adowa ta ustala si¾e, bowiem limt!1 e

�t = 0.
Jésli zatem wszystkie rzeczywiste bieguny transmitancji

systemu s ¾a ujemne a cz¾ésci rzeczywiste zespolonych tak·ze
(które to systemy nazywamy stabilnymi, patrz § 9.1), to
granica limt!1 �(t) istnieje, odpowied́z skokowa ustala si¾e.
Z twierdzenia granicznego wynika ponadto, ·ze jest ona

2patrz 1. Transformacja Laplace�a, Przyk÷ad 4.6.
3patrz 1. Transformacja Laplace�a, Przyk÷ad 4.7.
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Rys. 9.2: Bieguny transmitancji i sk÷adowe odpowiedzi
skokowej.

równa K(0), któr ¾a to wartóśc nazywamy wspó÷czynnikiem
wzmocniena w stanie ustalonym.
Jésli natomiast � > 0, czy to dla bieguna rzeczywistego

czy dla pary biegunów sprz¾e·zonych, odpowiednia sk÷adowa
odpowiedzi narasta do nieskończonósci, aperiodycznie w
pierwszym a oscylacyjnie w drugim przypadku.
Ustalimy teraz w÷asnósci odpowiedzi skokowej w punkcie

t = 0.

W÷asnóśc 9.1 W systemie (5.1) jest tak, ·ze

�(0) = �(1)(0) = � � � = �(p�1)(0) = 0
i dopiero �(p)(0) =

bl
am
;

gdzie p = m� l � 1.

Dowód. Z uwagi na liniowóśc systemu, jest oczywiste,
·ze dla dowolnego q

�(q)(t) b= sqLf�(t)g = sq 1
s
K(s) = sq�1K(s) =

sq�1L(s)

M(s)
:

Dla q � p orygina÷tego wyra·zenia ma zatem postác jak w
(9.2). Dla q < p jest przy tym tak, ·ze �0 = 0, poniewa·z w
wyra·zeniu tym stopień wielomianu w liczniku jest mniejszy
ni·z w mianowniku. Zatem

lim
t!0

�(q)(t) = 0:

Dla q = p, z twierdzenia granicznego wynika, ·ze

lim
t!0

�(p)(t) = lim
s!1

sLf�(p)(t)g = lim
s!1

s
sp�1L(s)

M(s)

= lim
s!1

spL(s)

M(s)
=
bl
am
:

Z uwagi na to, ·ze ponadto funkcja �(p)(t) jest ci ¾ag÷a w
punkcie t = 0, limt!0 �

(p)(t) = �(p)(0), co kończy dowód.
�
Ustalilísmy zatem, ·ze im wi¾eksza ró·znica p = m � l

pomi¾edzy stopniami wielomianów w mianowniku i liczniku
transmitancji tym wolniejsza reakcja systemu, tym wi¾eksza
inercja.

9.3 Odpowied́z na sinusoid¾e

Reakcja systemu na wymuszenie sinusoidalne powi ¾azana
jest z transmitancj ¾a widmow ¾a. Jésli bowiem

u(t) = sin!t;

to
y(t) = jK(j!)j sin(!t+ '(!)) + p(t);

przy czym '(!) = argK(j!) oraz p(t) = L�1fQ(s)=M(s)g,
gdzie Q(s) jest pewnym wielomianem, patrz W÷asnóśc 9.2.
Odpowied́z systemu zawiera zatem dwie sk÷adowe, rys. 9.3:
ustalon ¾a

jK(j!)j sin(!t+ '(!)) (9.3)

i przej́sciow ¾a p(t).

t

y(t)p(t)

sk adowa
ustalona

Rys. 9.3: Odpowied́z systemu na pobudzenie sinusoidalne.

Pierwsza jest sinusoid ¾a o takiej samej cz¾estotliwósci jak
pobudzenie (mówimy, ·ze system nie wprowadza zniek-
szta÷cenia cz¾estotliwósciowego) wzmocnion ¾a jK(j!)j razy
i przesuni¾et ¾a o '(!) = argK(j!). Zarówno wzmocnienie
jak i przesuni¾ecie fazowe zale·z ¾a od cz¾estotliwósci. Druga
sk÷adowa, czyli p(t), zanika dla systemów stabilnych, patrz
§ 9.1.

Przyk÷ad 9.1 Aby wyznaczýc reakcj ¾e systemu o transmi-
tancji

K(s) =
1

s� a
na pobudzenie u(t) = sin!t przy zerowym warunku
pocz ¾atkowym, dokonujemy rozk÷adu na u÷amki proste:

K(s)
!

s2 + !2
=

!

(s� a) (s2 + !2)

=
!

a2 + !2

�
� s+ a

s2 + !2
+

1

s� a

�
i wnioskujemy, ·ze jest ona równa

1p
a2 + !2

sin(!t+ �) +
!

a2 + !2
eat;

gdzie � = arcsin
�
!=
p
a2 + !2

�
. Dla a < 0 druga sk÷adowa

odpowiedzi zanika, gdy czas narasta.

W÷asnóśc 9.2 Jésli u(t) = sin!t, to

y(t) = jK(j!)j sin (!t+ '(!)) + p(t);

gdzie '(!) = argK(j!), p(t) b= Q(s)=M(s), przy czym
Q(s) jest pewnym wielomianem.

Dowód. Poniewa·z U(s) = !=
�
s2 + !2

�
, zatem

Y (s) =
!

s2 + !2
K(s) =

!L(s)

(s2 + !2)M(s)
:

Wyra·zenie to mo·zna roz÷o·zýc na u÷amki jak poni·zej:

!L(s)

(s2 + !2)M(s)
=
as+ b

s2 + !2
+
Q(s)

M(s)
;

gdzie Q(s) jest pewnym wielomianem. Z rozk÷adu
tego wynika: !L(s) = (as+ b)M(s) +

�
s2 + !2

�
Q(s).
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Podstawiaj ¾ac zatem kolejno s = j! i s = �j!,
otrzymujemy !L(j!) = (b+ ja!)M(j!) i !L(�j!) =
(b� ja!)M(�j!), co prowadzi do wniosku, ·ze !K(j!) =
b + ja! i !K(�j!) = b � ja!. W rezultacie
b = !ReK(j!) i a = ImK(j!), bowiem K(�j!) =
ReK(j!)� j ImK(j!). Zatem

as+ b

s2 + !2
=
s ImK(j!) + !ReK(j!)

s2 + !2

= jK(j!)js sin'(!) + ! cos'(!)
s2 + !2b= jK(j!)j (cos!t sin'(!) + sin!t cos'(!))

= jK(j!)j sin (!t+ '(!)) ;

gdzie sin'(!) = ImK(j!)=jK(j!)j oraz cos'(!) =
ReK(j!)=jK(j!)j, co oznacza, ·ze '(!) = argK(j!). �

10 Systemy elementarne

10.1 Element proporcjonalny

Element o wzmocnieniu k ma transmitancj¾eK(s) = k. Jego
transmitancja widmowa, to K(j!) = k. Charakterystyka
amplitudowo-fazowa jest punktem, rys. 10.1.

Re
Im

k

Rys. 10.1: Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
proporcjonalnego; k > 0.

10.2 Element inercyjny

Transmitancja systemu inercyjnego

K(s) =
k

Ts+ 1
;

T > 0, ma biegun rzeczywisty �1=T . Odpowiedzi, to

k(t) =
k

T
e�t=T ;

�(t) = k
�
1� et=T

�
;

rys. 10.2. Zauwa·zmy, ·ze �(0) = 0, �0(0) = k=T > 0. Zatem
im wi¾eksza sta÷a czasowa T , tym mniejsza wartóśc �0(0) =
k=T , czyli wolniejsza reakcja tzn. wi¾eksza inercja.

T

(t)

k
k(t)

Rys. 10.2: Odpowiedzi systemu inercyjnego. Styczna
odpowiedzi skokowej w punkcie t = 0 osi ¾aga wartóśc k dla
t = T .

Transmitancja widmowa, to

K(j!) =
k

1 + j!T

=
k

1 + (!T )2
� j k!T

1 + (!T )2
:

Charakterystyk¾e amplitudowo-fazow ¾a, która jest
pó÷okr¾egiem, przedstawia rys. 10.3.

k
Re

Im

Rys. 10.3: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
inercyjnego.

Przyk÷ad 10.1 Cia÷o o masie m porusza si ¾e pod wp÷ywem
si÷y F . Jésli opór powietrza jest proporcjonalny do
pr¾edkósci, to - na mocy drugiej zasady Newtona -

mv0(t) + av(t) = F (t);

gdzie v(t) jest pr ¾edkósci ¾a, a av(t) si÷¾a oporu. System o wej-
ściu F i wyj́sciu v jest zatem inercyjny.

10.3 Element inercyjny drugiego rz¾edu

Transmitacja elementu inercyjnego drugiego rz¾edu

K(s) =
k

(T1s+ 1)(T2s+ 1)
;

T1; T2 > 0, ma dwa bieguny rzeczywiste. Dla T1 6= T2

k(t) =
k

T1 � T2

�
et=T1 � et=T2

�
;

�(t) = k

�
1� T1

T1 � T2
et=T1 +

T2
T1 � T2

et=T2
�
;

dla T1 = T2 = T , natomiast

k(t) =
k

T 2
te�tT ;

�(t) = k

�
1 +

t

T

�
e�t=T ;

rys. 10.4. System taki mo·zna traktowác jak szeregowe
po÷¾aczenie dwóch elementów inercyjnych pierwszego rz¾edu.
Jak ÷atwo wyliczýc, �(0) = �0(0) = 0, a ponadto �00(0) =
k=T1T2 > 0. Reakcja jest zatem jakósciowo wolniejsza
ni·z w systemie inercyjnym pierwszego rz¾edu, dla którego
�0(0) > 0.
Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana jest na

rys. 10.5.

(t)

k
k(t)

Rys. 10.4: Odpowiedzi systemu inercyjnego drugiego rz¾edu.

Przyk÷ad 10.2 W sytuacji jak w Przyk÷adzie 10.1 porusza-
j ¾ace si ¾e cia÷o rozci ¾aga dodatkowo spr ¾e·zyn ¾e o wspó÷czynniku
spr ¾e·zystósci k. Równanie opisuj ¾ace ruch cia÷a ma postác

m�00(t) + a�0(t) + k�(t) = F (t);

gdzie �(t) =
R t
0
v(�)d� jest drog ¾a przebyt ¾a przez to cia÷o.

Jésli a2 � 4mk � 0, to bieguny jego transmitancji
1=
�
ms2 + as+ k

�
s ¾a rzeczywiste i mówimy o systemie

inercyjnym drugiego rz ¾edu o wej́sciu F i wyj́sciu �.
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Im

Re

k

Rys. 10.5: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
inercyjnego drugiego rz¾edu.

10.4 Element osylacyjny

System o transmitancji

K(s) =
�2 + !2

(s� �)2 + !2

nazywany oscylacyjnym ma par¾e biegunów zespolonych �+
j! oraz � � j!. Dla systemu tego

k(t) =
�2 + !2

!
e�t sin!t;

�(t) = 1�Be�t cos(!t� ');

przy czym B = !=
p
�2 + !2, cos' = B, rys. 10.6. Obie

odpowiedzi elementu maj ¾a zatem charakter oscylacyjny,
st ¾ad jego nazwa. Podobnie jak dla elementu inercyjnego
drugiego rz¾edu �(0) = �0(0) = 0 oraz �00(0) = �2 + !2 > 0.
Charakterystyka amplitudowo-fazowa ma kszta÷t jak na

rys. 10.5.

k(t) 8(t)

Rys. 10.6: Odpowiedzi elementu oscylacyjnego.

Przyk÷ad 10.3 Jésli w Przyk÷adzie 10.2 jest tak, ·ze a2 �
4mk < 0, to system jest oscylacyjny. Ruch cia÷a ma
charakter drgaj ¾acy.

Uwaga 10.1 System o transmitancji

1

s2 + as+ b

jest inercyjny drugiego rz ¾edu, jésli � = a2 � 4b � 0,
bowiem bieguny transmitancji s ¾a rzeczywiste. Jésli � < 0,
to bieguny s ¾a zespolone; system jest oscylacyjny.

10.5 Element ca÷kuj ¾acy

Element o transmitancji

K(s) =
1

s

nazywamy ca÷kuj ¾acym. Jego odpowiedzi, to

k(t) = 1(t) oraz �(t) = t:

Charakterystyka amplitudowo-fazowa, czyli wykres funkcji

K(j!) = �j 1
!
;

pokazana jest na rys. 10.7.

Im Re

Rys. 10.7: Charakterystyka amplitudowo-fazowa systemu
ca÷kuj ¾acego.

10.6 Element ca÷kuj ¾acy z inercj ¾a

Po÷¾aczenie ca÷kowania z inercj ¾a, to system o transmitancji

K(s) =
1

s(sT + 1)
;

którego odpowiedzi ¾a impulsow ¾a jest

k(t) = 1� e�t=T :

Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokazana jest na
rys. 10.8. Ma ona pionow ¾a asymptot¾e.

!T Im Re

Rys. 10.8: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
ca÷kuj ¾acego z inercj ¾a.

Charakterystyk¾e elementu z inercj ¾a drugiego rz¾edu o
transmitancji

1

s(sT1 + 1)(sT2 + 1)

przedstawia rys 10.9.

!T1!T2 ReIm

Rys. 10.9: Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu
ca÷kuj ¾acego z inercj ¾a drugiego rz¾edu.

11 Podsumowanie

Najpe÷niejszym opisem systemu jest równanie ró·zniczkowe.
Pos÷uguj ¾ac si¾e nim mo·zemy wyznaczýc reakcj¾e sys-
temu na dowolne pobudzenie przy dowolnych warunkach
pocz ¾atkowych.
Transmitancja i splot wi ¾a·z ¾a sygna÷y na wej́sciu i wyj́sciu

jedynie w sytuacji, gdy warunek pocz ¾atkowy jest zerowy.
Przy takim warunku system zachowuje si¾e w sposób liniowy,
liniowym operacjom na sygnale wej́sciowym odpowiadaj ¾a
takie same operacje na sygnale wyj́sciowym.
Inne typy opisu, to reakcje na standardowe pobudzenia,

gdy warunek pocz ¾atkowy tak·ze jest zerowy. Dwie z nich, to
odpowied́z impulsowa i skokowa, ta pierwsza powi ¾azana jest
ze splotem. Trzecia, to reakcja na pobudzenie sinusoidalne.
Pozostaje natomiast w silnym zwi ¾azku z transmitancj ¾a
widmow ¾a. Jej ró·zne reprezentacje gra�czne nazywaj ¾a si¾e
charakterystykami cz¾estotliwósciowymi.
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