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1 Wst¾ep

Metoda funkcji opisuj ¾acej s÷u·zy do badania stablinósci
pewnego typu nieliniowych uk÷adów automatycznej regu-
lacji. W uk÷adach tych obiekt jest dynaniczny i liniowy,
natomiast regulator jest statyczny i nieliniowy. Metoda ta
wykorzystuje ide¾e rozwini¾éc funkcji periodycznej w szereg
trygonometryczny, czyli Fouriera.

2 Funkcja opisuj ¾aca elementu nieliniowego

2.1 Szereg trygonometryczny

Za÷ó·zmy, ·ze statyczny element nieliniowy o wej́sciu u i wyj-
ściu y ma charakterystyk¾e �(u), rys. 2.1.

yu

µ(u)

Rys. 2.1: Element nieliniowy o charakterystyce �(u).

Jésli zatem
u(t) = A sin(!t); (2.1)

to
y(t) = �(A sin(!t)) (2.2)

jest sygna÷em periodycznym, patrz rys. 2.2.

t

y( t)(u)

Rys. 2.2: Sygna÷y u(t) i y(t) elementu nieliniowego o cha-
rakterystyce �(u).

Jego rozwini¾eciem w szereg Fouriera jest

1X
n=1

an sin(n!t) +
1

2
b0 ++
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bn cos(n!t);

gdzie

an =
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y(!t) sin(n!t)d(!t); n = 1; 2; : : : ; (2.3)

b0 =
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y(!t)d(!t);

bn =
1

�

Z 2�

0

y(!t) cos(n!t)d(!t); n = 1; 2; : : : : (2.4)

Uwaga 2.1 Je·zeli �(u) jest funkcj ¾a nieparzyst ¾a, to tak ¾a
jest tak·ze y(t) i w rezultacie b0 = b1 = � � � = 0.

Uwaga 2.2 Skónczony szereg

sN (t) =
NX
n=1

an sin(n!t) +
1

2
b0 ++

NX
n=1

bn cos(n!t)

jest przybli·zeniem funkcji y(t). B÷¾ad tego przybli·zenia, czyliR 2�
0
(sN (!t)� y(!t))2d(!t), maleje do zera, gdy N !1, o

ile
R 2�
0
y2(!t)d(!t) <1.

2.2 De�nicja funkcji opisuj ¾acej

De�niujemy teraz nowy element nieliniowy, rys. 2.3. Przy
pobudzeniu sygna÷em sinusoidalnym (2.1) na jego wyj́sciu
pojawia si¾e

w(t) = a sin(!t) + b cos(!t);

gdzie

a =
1

�

Z 2�

0

y(!t) sin(!t)d(!t);

b =
1

�

Z 2�

0

y(!t) cos(!t)d(!t);

czyli jedynie pierwsza harmoniczna sygna÷u y(t) w (2.2),
czyli ta, dla której n = 1, bowiem a = a1, b = b1, patrz
(2.3) i (2.4).
Przy tym szczególnym pobudzeniu zachowuje si¾e on

pod pewnym wzgl¾edem jak system liniowy, gdy·z jego
sygna÷wyj́sciowy nie zawiera wy·zszych harmonicznych,
czyli sin(2!t), cos(2!t), sin(3!t), cos(3!t) itd.
Jest oczywiste, ·ze

U(s) = A
!

s2 + !2

oraz
W (s) = a

!

s2 + !2
+ b

s

s2 + !2
:

Zatem
W (s)

U(s)
=
a

A
+

b

A!
s;

sk ¾ad wynika, ·ze

W (s)

U(s)

����
s=j!

=
a

A
+ j

b

A
;

co jest podstaw ¾a dla de�nicji funkcji opisuj ¾acej.

w(t)
J(A)

u(t) =Asin( t)

Rys. 2.3: Element nieliniowy o funkcji opisuj ¾acej J(A).

De�nicja 2.1 (funkcja opisuj ¾aca) Funkcj ¾a opisuj ¾ac ¾a
elementu �(:) nazywamy

J(A) =
a

A
+ j

b

A
:

Jésli charakterystyka elemetu nieliniowego �(:) jest
funkcj ¾a nieparzyst ¾a (tzn. jésli �(�u) = ��(u) dla
wszystkich u), to y(t) tak·ze. W rezultacie bn = 0 dla
wszystkch n. Wówczas J(A) = a1=A.
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2 6. Metoda Funkcji Opisuj ¾Acej 2

Funkcja opisuj ¾aca J(A) jest jedynie przybli·zeniem nieli-
niowego elementu o charakterystyce �(u) przedstawionego
na rys. 2.1. Jest ona natomiast dok÷adna wobec elementu
pokazanego na rys. 2.3, pod warunkiem jednak ·ze
pobudzenie jest sinusoid ¾a.
Zauwa·zmy na koniec, ·ze de�nicja funkcji opisuj ¾acej

w oczywisty sposób nawi ¾azuje do poj¾ecia transmitancji
widmowej.

3 Funkcje opisuj ¾ace wybranych
elementów nieliniowych

Wyznaczymy teraz funkcje opisuj ¾ace kilku elementów nieli-
niowych.

3.1 Przekáznik dwupo÷o·zeniowy

Charakterystyka przekáznika dwupo÷o·zeniowego, patrz
rys. 3.1, wyra·za si¾e wzorem:

�(u) =

�
�M; dla u < 0
M; dla u � 0:

!M

M

Rys. 3.1: Charakterystyka przekáznika dwupo÷o·zeniowego.

Jego sygna÷wyj́sciowy, przy pobudzeniu sinusoidalnym,
pokazany jest na rys. 3.2. Jest on fal ¾a prostok ¾atn ¾a
o amplitudzie M . Poniewa·z jest ona funkcj ¾a nieparzyst ¾a,
zatem b = 0, patrz Uwaga 2.1, natomiast

a =
2M

�

Z �

0

sin(!t)d(!t) =
2M

�

Z �

0

sin tdt =
4M

�
:

W rezultacie

J(A) =
4M

�A
: (3.1)

!M
2

0
Tt

M
Asin(Tt)

Rys. 3.2: Pobudzenie sinusoidalne i wyj́scie przekáznika
dwupo÷o·zeniowego.

3.2 Przekáznik z dwupo÷o·zeniowy z histerez ¾a

Przekáznik dwupo÷o·zeniowy z histerez ¾a ma charakterystyk¾e
jak na rys. 3.3. Jego sygna÷wyj́sciowy pokazuje natomiast
rys. 3.4.
Zatem

a =
2M

�

Z �+'

'

sin(!t)d(!t) =
2M

�

Z �+'

'

sin tdt

=
4M

�
cos' =

4M

�

r
1� d2

A2
;

!M

!d

M

d

Rys. 3.3: Charakterystyka przekáznika dwupo÷o·zeniowego
z histerez ¾a

poniewa·z A sin' = d. Podobnie b = �(4M=�) sin' =
�(4M=�)(d=A). W rezultacie

J(A) =
4M

�A

 r
1� d2

A2
� j d

A

!
:

!M
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0
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Asin(Tt) +n
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Rys. 3.4: Pobudzenie sinusoidalne i wyj́scie przekáznika
dwupo÷o·zeniowego z histerez ¾a; A sin' = d, A sin(� + ') =
�d.

3.3 Przekáznik trójpo÷o·zeniowy

Charakterystyk ¾a przekáznika trópo÷o·zeniowego, rys. 3.5,
jest:

�(u) =

8<: �M; dla u � �d
0; dla � d < u < d
M; dla u � d:

!M

!d

M

d

Rys. 3.5: Charakterystyka przekáznika trójpo÷o·zeniowego.

Jego wyj́scie pokazane jest na rys. 3.6. Jest oczywiste,
·ze b = 0. Ponadto, dla A < d mamy a = 0. Dla A > d,
natomiast

a =
2M

�

Z ��'

'

sin(!t)d(!t) =
2M

�

Z ��'

'

sin �d�

=
4M

�
cos';

przy czym ' jest takie, ·ze A sin' = d, co oz-
nacza, ·ze cos' =

p
1� (d=A)2. W rezultacie a =

(4M=�)
p
1� (d2=A2). Ostatecznie

J(A) =

8<:
0; dla 0 � A � d;

4M

�A

r
1� d2

A2
; dla A > d:

Jak mo·zna wyliczýc maxA J(A) = 2M=�d, która to
wartóśc jest osi ¾agana dla A =

p
2d, patrz rys. 3.7.

Zauwa·zmy, ·ze dla d = 0mamy do czynienia z przekáznikiem
dwupo÷o·zeniowym o funkcji opisuj ¾acej (3.1).
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Rys. 3.6: Pobudzenie sinusoidalne i wyj́scie przekáznika
trójpo÷o·zeniowego; A sin' = A sin(� � ') = d.

A/d

2M

1

d

G2

Rys. 3.7: Wykres funkcji J(A=d) przekáznika trójpo÷o·ze-
niowego.

4 Automatyczna regulacja

Zajmiemy si¾e teraz uk÷adem automatycznej regulacji,
w którym regulator jest statycznym elementem nieliniowym
o charakterystyce �(:), patrz rys. 4.1. Interesowác nas
b¾edzie to, czy w stanie ustalonym wyst ¾api ¾a w nim oscylacje.

y0(t)KO(s)

(.)

Rys. 4.1: Uk÷ad automatycznej regulacji z regulatorem o
charakterystyce �(").

Analizie poddamy uk÷ad, w którym rzeczywisty nieli-
niowy regulator zast ¾apiono elementem o funkcji opisuj ¾acej
J(A), czyli jego przybli·zeniem, patrz rys. 4.2. Za wzgl¾edu
na to przybli·zenie wnioski odniesione do rzeczywistego
uk÷adu mog ¾a býc obarczone b÷¾edami. Zak÷adamy przy tym,
·ze y0(t) � 0 dla t � 0.
Jésli zatem w systemie maj ¾a miejsce drgania sinusoidalne,

tzn. jest tak, ·ze
"(t) = A sin(!t); (4.1)

to, na mocy de�nicji funkcji opisuj ¾acej,

W (s)

E(s)

����
s=j!

= J(A):

Poniewa·z E(s) = �KO(s)W (s), a wi¾ec

W (s)

E(s)

����
s=j!

=
1

�KO(s)

����
s=j!

= � 1

KO(j!)
:

Porównuj ¾ac prawe strony otrzymanych wyra·zeń dochodzi-
my do wniosku, ·ze parametry drgań (4.1) s ¾a rozwi ¾azaniem
równania

J(A)KO(j!) = �1:
Jésli zatem rozwi ¾azaniem tego równania jest np. para
(A�; !�), to "(t) = A� sin(!�t). Nale·zy zaznaczýc, ·ze, jak
pó·zniej zobaczymy, równanie to mo·ze nie miéc rozwi ¾azania,
mo·ze miéc jedno albo wi¾ecej.

w(t)

J(A)

g(t)=y0(t)!y(t)

y(t)
KO(s)

y0(t)

Rys. 4.2: Uk÷ad automatycznej regulacji z regulatorem o
funkcji opisuj ¾acej J(A).

Wniosek 4.1 Warunkiem wyst ¾apienia drgán jest istnienie
rozwi ¾azania równania

KO(j!) = �
1

J(A)
: (4.2)

5 Przyk÷ady uk÷adów automatycznej
regulacji

5.1 Przekáznik dwupo÷o·zeniowy

Obiekt inercyjny trzeciego rz¾edu ma transmitancj¾e

KO(s) =
k

(T1s+ 1)(T2s+ 1)(T3s+ 1)
;

natomiast regulator jest dwupo÷o·zeniowy. Na rys. 5.1
przedstawiono wykres jego charakterystyki amplitudowo-
fazowej i funkcji

� 1

J(A)
= � �A

4M

przekáznika.

KO(jT)

!
1

J(A)

Rys. 5.1: Przekáznik dwupo÷o·zeniowy, Wykres K(j!)
i 1=J(A).

Strza÷ki pokazuj ¾a odpowiednio kierunek wzrostu A i !.
Punkt ich przeci¾ecia wyznacza parametry drgań (A�; !�).
Cz¾estotliwóśc odczytuje si¾e z wykresu K(j!), amplitud¾e z
wykresu �1=J(A).

gN

g

Rys. 5.2: Przekáznik dwupo÷o·zeniowy, trajektorie sygna÷u
"(t) na p÷aszczýznie ("; "0).

Drgania o amplitudzie mniejszej ni·z A� b¾ed ¾a narastác,
bowiem dla A < A� zachodzi nierównóśc �1=J(A�) <
�1=J(A), co oznacza, ·ze wykres K(j!) obejmuje punkt
�1=J(A) (patrz kryterium Nyquista). Na tej samej za-
sadzie, drgania o wi¾ekszej amplitudzie b ¾ed ¾a maléc, bowiem

W. Greblicki Podstawy Automatyki 2006
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dla A > A� wykres K(j!) nie obejmuje punktu �1=J(A).
Zatem wyznaczony cykl drgań (A�; !�) jest stabilny, co
ilustruje rys. 5.2.

5.2 Przekáznik dwupo÷o·zeniowy z histerez ¾a

Obiekt ca÷kuj ¾acy z inercj ¾a ma transmitancj¾e

KO(s) =
k

s(Ts+ 1)
;

natomiast regulator dwupo÷o·zeniowy ma histerez¾e.
Wykresy KO(j!) i

� 1

J(A)
=
��A
4M

 r
1� d2

A2
+ j

d

A

!

przedstawione s ¾a na rys. 5.3. Miejsce przeci¾ecia wykresów
wyznacza parametry (A�; !�) drgań sygna÷u "(t). Wykres
trajektorii jest podobny do przedstawionego na rys. 5.2.
Cykl graniczny jest stabilny.

Re

KO(jT)

!
1

J(A)

Im

Rys. 5.3: Przykáznik dwupo÷o·zeniowy z histerez ¾a. Wykres
K(j!) i �1=J(A).

5.3 Przekáznik trójpo÷o·zeniowy

Obiekt inercyjny trzeciego rz¾edu ma transmitancj¾e

KO(s) =
k

(T1s+ 1)(T2s+ 1)(T3s+ 1)
;

natomiast regulator jest trójpo÷o·zeniowy. Rys. 5.4
przedstawia wykresy KO(j!) i �1=J(A) Ten drugi jest
niejako podwójny, patrz rys. 3.7.

b)

d
2M!

!
1

J(A)

KO(jT)

a)

!
1

J(A)

d
2M!

Rys. 5.4: Przekáznik trójpo÷o·zeniowy. Wykres K(j!) i
�1=J(A).

W sytuacji a) równanie (4.2) ma dwa rozwi ¾azania:
(A1; !

�) i (A2; !�). Mo·zliwe s ¾a zatem dwa cykle drgań,
a mianowicie "1(t) = A1 sin(!

�t) oraz "1(t) = A2 sin(!
�t),

gN

g

Rys. 5.5: Przekáznik trójpo÷o·zeniowy. Trajektorie sygna÷u
"(t).

patrz rys. 5.5. W sytuacji b) drgań nie ma. Na zasadzie
jak w przyk÷adzie z przekáznikiem dwupo÷o·zeniowym,
cykl o wi¾ekszej amplitudzie jest stabilny, natomiast ten
o mniejszej jest niestabilny.

6 Obiekt z opó́znieniem

Obiekt ma transmitancj¾e KO(s) = ke��s(Ts + 1), czyli
jest inercyjny z opó́znieniem � , natomiast regulator jest
dwupo÷o·zeniowy. Równanie (4.2), rys. 6.1, ma wiele
rozwi ¾azań, co oznacza, ·ze istnieje wiele cykli granicznych.
Ten o najwi¾ekszej amplitudzie jest stabilny, pozosta÷e s ¾a
niestabilne.

KO(jT)

Im

Re
!

1
J(A)

Rys. 6.1: Obiekt z opóznieniem, przekáznik dwupo÷o·ze-
niowy. Wykres K(j!) i �1=J(A).

7 Zakończenie

Na koniec nale·zy przypomniéc, ·ze przedstawiona analiza
ma charakter przybli·zony. Wnioski dotycz ¾ace wyst ¾apienia
drgań i wyznaczone parametry drgań s ¾a bowiem obarczone
b÷¾edami wynikaj ¾acymi z poczynionych przybli·zeń.
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