
1 7. Transformacja Z 1

1 Sygna÷dyskretny

Sygna÷em dyskretnym jest ci ¾ag impulsów Diraca, rys. 1.1,
czyli

: : : ; x�1�(t+ T ); x0�(t); x1�(t� T ); x2�(t� 2T ); : : : :

Inna interpretacja takiego sygna÷u, to ci ¾ag liczbowy

f: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :g

który b¾edziemy oznaczác jako fxng lub krótko xn. Sygna÷
b¾edziemy zatem, w zale·znósci od kontekstu, traktowác jako
ci ¾ag impulsów Diraca albo jako ci ¾ag liczbowy.
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Rys. 1.1: Sygna÷dyskretny, ci ¾ag impulsów Diraca.

Sygna÷dyskretny powstaje niekiedy przez operacj¾e tzw.
próbkowania sygna÷u ci ¾ag÷ego, któr ¾a to operacj¾e wykonuje
urz ¾adzenie nazywane impulsatorem. Wej́sciem impulsatora,
rys. 1.2, jest zatem ci ¾ag÷y sygna÷x(t), natomiast wyj́sciem

x�(t) =
1X

n=�1
x(nT )�(t� nT ): (1.1)

Zamienia wi¾ec on funkcj¾e czasu w ci ¾ag impulsów
Diraca modulowanych przez jej wartósci w chwilach
: : : ;�T; 0; T; 2T; 3T; : : :. Liczba T nazywa si¾e okresem
impulsowania.

T x*(t)x(t)

Rys. 1.2: Impulsator.

2 Transformata Z

2.1 De�nicja i w÷asnósci

Sygna÷dyskretny mo·zna poddác transformacji Z zde�nio-
wanej jak poni·zej:

De�nicja 2.1 Funkcj ¾e X(z) zde�niowan ¾a wzorem

X(z) = x0 + x1z
�1 + xz�22 + � � � =

1X
n=0

xnz
�n (2.1)

nazywa si ¾e transformat ¾a Z ci ¾agu liczbowego fxng.

Zauwa·zmy, ·ze wyrazy x�1; x�2; : : :, czyli wyrazy o ujem-
nych indeksach nie maj ¾a wp÷ywu na wynik transformacji.
B¾edziemy tak·ze pisác Zfxng = X(z) oraz fxng =

Z�1fX(z)g. Nast¾epna konwencja, to oznaczanie przez np.

X(z), G(z) transformat ci ¾agów fxng i fgng. B¾edziemy
tak·ze pisác Y (z) b= fyng lub po prostu Y (z) b= yn.
Zarówno transformacja Z, jak i Z�1 s ¾a operacjami

liniowymi, co oznacza, ·ze

�xn + �yn b= �X(z) + �Y (z):
Podstawowe w÷asnósci transformacji Z, to:

��nxn b= X(�z); (2.2)

nxn b= � z d
dz
X(z); (2.3)

nX
i=0

xi b= z

z � 1X(z); (2.4)

nX
i=0

xn�iyi b= X(z)Y (z); (2.5)

patrz Ćwiczenia 2.1�2.3.
Z uwagi na (2.4),

z

z � 1
mo·zna nazwác operatorem sumowania. Jest on dyskretnym
odpowiednikiem operatora ca÷kowania 1=s w transformacji
Laplace�a.
Sygna÷mo·zna przesun ¾ác w lewo, czyli przyspieszýc, lub

w prawo, czyli opó́zníc. Dla przyk÷adu, sygna÷na rys. 2.1
jest przyspieszony wobec pokazanego na rys. 1.1, natomiast
pokazany na rys. rys. 2.2 jest opózniony.
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Rys. 2.1: Sygna÷jak na rys. 1.1 po przesuni¾eciu w lewo,
czyli przespieszeniu.
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Rys. 2.2: Sygna÷jak na rys. 1.1 po przesuni¾eciu w prawo,
czyli opó́znieniu.

Przesuwaj ¾ac w lewo, czyli przýspieszaj ¾ac ci ¾ag

fxng = fx0; x1; x2; : : :g (2.6)

otrzymujemy

fxn+1g = fx1; x2; x3; x4; : : :g:

Jego transformat ¾a jest

x1 + x2z
�1 + x3z

�2 + x4z
�3 + � � �

= z(x0 + x1z
�1 + x2z

�2 + � � � )� zx0
= zX(z)� zx0:
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2 7. Transformacja Z 2

Wykazalísmy zatem, ·ze

fxn+1g b= zX(z)� zx0:
Operacj ¾a odwrotn ¾a jest przesuni¾ecie w prawo, czyli

opó́znienie. Ci ¾ag (2.6) przekszta÷ca si¾e w ten sposób w

fxn�1g = fx�1; x0; x1; x2; x3; x4; : : :g;

którego transformat ¾a jest

x�1 + x0z
�1 + x1z

�2 + x2z
�3 + � � �

= z�1(x0 + x1z
�1 + x2z

�2 + � � � ) + x�1
= z�1X(z) + x�1;

co podajemy jako poni·zsz ¾a W÷asnóśc:

W÷asnóśc 2.1 (opó́znienie) Transformat ¾a ci ¾agu prze-
suni ¾etego w prawo, czyli opó́znionego, jest

xn�1 b= z�1X(z) + x�1:
W÷asnóśc 2.2 (opó́znienie o k) Transformat ¾a ci ¾agu
opó́znionego o 2 jest

xn�2 b= z�2X(z) + x�1z�1 + x�2:
Zapisuj ¾ac bowiem (2.1) jak nast ¾epuje: Zfxn�1g =
z�1Zfxng+ x�1, spostrzegamy, ·ze

Zfxn�2g = z�1Zfxn�1g+ x�2
= z�1

�
z�1Zfxng+ x�1

�
+ x�2:

Ogólnie zatem

xn�k b= z�kX(z)� Pk�1(z�1);
gdzie

Pk�1(z
�1) = �

�
x�1z

�k+1 + � � �+ x�k+1z�1 + x�k
�

= �
"
x�1

�
1

z

�k�1
+ � � �+ x�k+1

�
1

z

�
+ x�k

#

jest wielomianem stopnia k � 1 argumentu z�1.

Ćwiczenie 2.1 (mno·zenie przez ��n) W÷asnóśc (2.2)
wynika z poni·zszego:

Zf��nxng =
1X
n=0

��nxnz
�n =

1X
n=0

xn(�z)
�n = X(�z):

Ćwiczenie 2.2 (mno·zenie przez n) Prawdziwóśc regu÷y
(2.3) wynika z równósci

�z d
dz
X(z) = �

1X
n=0

xn
dz�n

dz
=

1X
n=0

nxnz
�n = Zfnxng:

Ćwiczenie 2.3 (sumowanie) Aby sprawdzíc w÷asnóśc
(2.4) oznaczmy yn =

Pn
i=0 xi, sk ¾ad wynika, ·ze yn� yn�1 =

xn. Z W÷asnósci 2.1 wynika, ·ze Y (z) � z�1Y (z) = X(z),
bowiem x�1 = 0. Zatem Y (z) = (z=(z � 1))X(z), co
nale·za÷o wykazác.

Uwaga 2.1 Oznaczaj ¾ac x(nT ) = xn, tranformat ¾e
Laplace�a ci ¾agu impulsów Diraca (1.1) zapisujemy jako

X�(s) =
1X
n=0

xne
�snT :

Zatem (dla esT = z)

X�
�
1

T
ln z

�
=

1X
n=0

xnz
�n = X(z):

2.2 Twierdzenia graniczne

Pierwsze z podanych poni·zej twierdzeń granicznych jest
oczywiste, gdy·z wynika wprost z de�nicji transformacji.

Twierdzenie 2.1 Dla ka·zdego ci ¾agu fxng

x0 = lim
z!1

X(z):

Twierdzenie 2.2 Jésli limn!1 xn istnieje, to

lim
n!1

xn = lim
z!1

(z � 1)X(z):

3 Transformaty wybranych ci ¾agów

Dyskretnym impulsem Diraca nazywamy ci ¾ag, patrz
rys. 3.1,

�n =

8<: 0; dla n = �1;�2; : : :
1; dla n = 0
0; dla n = 1; 2; : : : :

Z de�nicji wynika, ·ze
�n b= 1: (3.1)

!T 4TT0 3T!4T 2T!2T!3T

1

Rys. 3.1: Impuls Diraca.

Skokiem jednostkowym 1n nazywa si¾e ci ¾ag, rys. 3.2,

1n =

�
0; dla n = �1;�2; : : : ;
1; dla n = 0; 1; 2; : : : ;

Jego transformat ¾a jest

1 + z�1 + z�2 + � � � = z

z � 1 :

!T 4TT0 3T!4T 2T!2T!3T

1

Rys. 3.2: Skok jednostkowy.

Bezpósrednio z de�nicji transformacji wnioskujemy, ·ze

�n b= z

z � �: (3.2)

W. Greblicki Podstawy Automatyki 2006



3 7. Transformacja Z 3

Korzystaj ¾ac teraz z regu÷y o ró·zniczkowaniu wzgl¾edem z,
otrzymujemy nast¾epnie

n�n b= �z

(z � �)2
:

W szczególnósci zatem

n b= z

(z � 1)2
:

4 Rozk÷ad na u÷amki proste

Rozk÷ad na u÷amki proste nie ró·zni si¾e zasadniczo od
rozk÷adu, z którym mielísmy do czynienia przy transfor-
macji Laplace�a. Ma miejsce jednak pewna ró·znica, co
poka·zemy na przyk÷adzie. Aby np. znaléźc orygina÷funkcji

X(z) =
1

(z + 1)(z � 3) ;

zaczynamy od roz÷o·zenia na u÷amki proste funkcji

1

z
X(z) =

1

z(z + 1)(z � 3) ;

otrzymuj ¾ac

1

z
X(z) = � 1

3z
+

1

4 (z + 1)
+

1

12 (z � 3) :

St ¾ad

X(z) = z

�
1

z
X(z)

�
= z

�
� 1

3z
+

1

4 (z + 1)
+

1

12 (z � 3)

�
= �1

3
+

z

4 (z + 1)
+

z

12 (z � 3) :

Zatem, na podstawie (3.1) oraz (3.2), mo·zemy napisác

xn = �
1

3
�n +

1

4
(�1)n + 1

12
3n:

Istot ¾a metody jest rozk÷ad funkcji wymiernej

L(z)

M(z)
=

L(z)

am(z � z1)(z � z2) � � � (z � zm)

na u÷amki o postaci
z

z � zi
:

Doprowadzamy do tego rozk÷adaj ¾ac

L(z)

zM(z)
=

L(z)

amz(z � z1)(z � z2) � � � (z � zm)

na u÷amki proste o postaci

1

z � zi

w sposób omówiony wczésniej w ramach transformacji
Laplace�a.

5 Równania ró·znicowe

Narz¾edzie jakim jest transformacja Z pozwala rozwi ¾azywác
tzw. równania ró·znicowe, co poka·zemy na przyk÷adach.

Przyk÷ad 5.1 (ci ¾ag Fibonacci�ego) Rozwi ¾azanie rów-
nania

yn = yn�1 + yn�2;

przy czym y�2 = 0, y�1 = 1 oraz un � 0, jest ci ¾agiem
Fibonacci�ego, poniewa·z ka·zdy jego element jest sum ¾a dwóch
poprzednich. Ci ¾ag ten to: 0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : :. Wynikiem
obustronnej transformacji Z jest, patrz W÷asnóśc 2.1,

Y (z) = z�1Y (z) + y�1 + z
�2Y (z) + y�1z

�1 + y�2;

czyli

(1� z�1 � z�2)Y (z) = y�1z�1 + y�1 + y�2;

sk ¾ad wynika, ·ze

Y (z) =
y�1z

�1 + (y�1 + y�2)

1� z�1 � z�2 =
(y�1 + y�2)z

2 + y�1z

z2 � z � 1 :

Uwzgl ¾edniaj ¾ac warunek pocz ¾atkowy otrzymujemy zatem

Y (z) =
z(z + 1)

(z � a)(z � b) ;

gdzie

a =
1

2
+
1

2

p
5; b =

1

2
� 1
2

p
5:

Poniewa·z

z + 1

(z � a)(z � b) =
1

a� b

�
a+ 1

z � a �
b+ 1

z � b

�
:

zatem

Y (z) =
1

a� b

�
(a+ 1)

z

z � a � (b+ 1)
z

z � b

�
;

W rezultacie

yn =
1

a� b [(a+ 1)a
n � (b+ 1)bn] ;

czyli

yn =
1

2
p
5

"�
3 +

p
5
� 1 +p5

2

!n

�
�
3�

p
5
� 1�p5

2

!n#
:

Przyk÷ad 5.2 Rozwi ¾a·zemy teraz równanie

yn + yn�1 � 2yn�2 = 3un + 4un�1

przy warunku pocz ¾atkowym y�1 = 2, y�2 = 3 i un = �n.
Rozwi ¾azanie polega na znalezieniu ci ¾agu fy0; y1; y2; : : :g,
który je spe÷nia. Zastosowanie transformacji Z wobec
obydwu stron równania doprowadza do równania

Y (z) +
�
z�1Y (z) + y�1

�
� 2

�
z�2Y (z) + z�1y�1 + y�2

�
=
�
3 + 4z�1

�
U(z);
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4 7. Transformacja Z 4

patrz W÷asnósci 2.1 i 2.2, czyli�
1 + z�1 � 2z�2

�
Y (z)�

�
2z�1y�1 + 2y�2 � y�1

�
=
�
3 + 4z�1

�
U(z):

Zatem

Y (z) =
3 + 4z�1

1 + z�1 � 2z�2U(z) +
2z�1y�1 + (2y�2 � y�1)

1 + z�1 � 2z�2

=
3z2 + 4z

z2 + z � 2U(z) +
(2y�2 � y�1)z2 + 2zy�1

z2 + z � 2

=
3z2 + 4z

(z � 1)(z + 2)U(z) +
(2y�2 � y�1)z2 + 2zy�1

(z � 1)(z + 2) :

Dla zadanego warunku pocz ¾atkowego i pobudzenia otrzymu-
jemy

Y (z) =
z (3z + 4)

(z � 1)(z + 2) +
4z (z + 1)

(z � 1)(z + 2) :

Rozk÷adaj ¾ac na u÷amki proste, obserwujemy

3z + 4

(z � 1)(z + 2) =
7

3 (z � 1) +
2

3 (z + 2)

oraz
z + 1

(z � 1)(z + 2) =
2

3 (z � 1) +
1

3 (z + 2)
;

sk ¾ad wynika, ·ze

Y (z) =
7

3

z

z � 1 +
2

3

z

z + 2
+
8

3

z

z � 1 +
4

3

z

z + 2

=
5z

z � 1 +
2z

z + 2
:

W rezultacie
yn = 5� 1n + 2(�2)n:

6 Tablica transformat

xn X(z)

�n 1

1n
z

z � 1
n

z

(z � 1)2

�n
z

z � �
n�n

�z

(z � �)2

sin!n
z sin!

z2 � 2z cos! + 1
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