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1 Dyskretny system automatycznej
regulacji

Dyskretny system automatycznej regulacji pokazany jest
na rys. 1.1. Transmitancj ¾a systemu zamkni¾etego, tzn.
systemu o wej́sciu y0n i wyj́sciu yn, jest zatem

KZ(z) =
K(z)

1 +K(z)
;

gdzie
K(z) = KO(z)KR(z)

jest transmitancj ¾a systemu otwartego, a KO(z) oraz KR(z)
s ¾a odpowiednio transmitancjami obiektu i regulatora.

y0n

gn = y0n − yn

yn

KR(z)

KO(z) −

Rys. 1.1: Dyskretny system automatycznej regulacji.

Regulator powinien zapewníc, ·ze sygna÷ wyj́sciowy
obiektu yn jest bliski sygna÷owi wartósci zadanej y0n.
Oznacza to, ·ze uchyb "n = y0n � yn powinien býc mo·zliwie
ma÷y, czyli bliski zeru.
Oznaczaj ¾ac

K(z) =
L(z)

M(z)
;

gdzie L(z) i M(z) s ¾a wielomianami, otrzymujemy

KZ(z) =
L(z)

L(z) +M(z)
;

sk ¾ad wynika, ·ze

MZ(z) = L(z) +M(z)

jest wielomianem charakterystycznym systemu zam-
kni¾etego. Ponadto

KE(z) =
E(z)

Y0(z)
=

1

1 +K(z)

=
M(z)

L(z) +M(z)
;

gdzie E(z) = Zf"ng.
Podstawow ¾a w÷asnósci ¾a, jak ¾a system regulacji powinien

miéc jest stabilnóśc, do badania której mo·zna stosowác
dowolne z podanych kryteriów.

1.1 Regulacja P

W naszej analizie zak÷adamy, ·ze warunki pocz ¾atkowe w
obiekcie i regulatorze s ¾a zerowe oraz wartóśc zadana jest
skokiem jednostkowym, tzn.

y0n = 1n:

Transmitancj ¾a obiektu jest

KO(z) =
LO(z)

MO(z)
;

gdzie

LO(z) = blz
l + bl�1z

l�1 + � � �+ b1z + b0;

MO(z) = amz
m + am�1z

m�1 + � � �+ a1z + a0:

Obiekt nie ma w÷asnósci sumacyjnych, tzn. jego transmi-
tancja nie ma bieguna w punkcie z = 1.
O regulacji P mówimy, gdy regulator ma transmitancj¾e

KR(z) = k, czyli gdy jest proporcjonalny, tzn. typu P. Przy
regulatorze takim transmitancj ¾a uk÷adu otwartego jest

K(z) = kKO(z)

Zak÷adamy przy tym, ·ze system zamkni¾ety jest stabilny,
sk ¾ad wynika istnienie granicy "1 = limn!1 "n. Aby j ¾a
wyznaczýc, zauwa·zmy, ·ze

KE(s) =
1

1 + kKO(z)
;

sk ¾ad wynika

E(z) =
z

z � 1KE(z) =
z

z � 1
1

1 + kKO(z)
;

poniewa·z Y0(z) = z=(z� 1). Na mocy poznanego wczésniej
twierdzenia granicznego1

lim
n!1

"n = (z � 1)E(z)jz=1 =
1

1 + kKO(1)
:

Poniewa·z z = 1 nie jest biegunem transmitancji KO(z),
wykazalísmy zatem:

W÷asnóśc 1.1 W stabilnym systemie automatycznej regu-
lacji typu P

"1 6= 0:

W transmitancji systemu zamkni¾etego

KZ(z) =
kKO(s)

1 + kKO(s)
=

kLO(z)

kLO(z) +MO(z)

ró·znica pomi¾edzy stopniami wielomianów w liczniku i mia-
nowniku jest równa m� l, która to liczba jest opó́znieniem
jego odpowiedzi skokowej.

1.2 Regulacja I

Omówimy uk÷ad regulacji jak w § 1.1, z t ¾a ró·znic ¾a, ·ze
transmitancj ¾a regulatora jest teraz

KR(z) =
kz

z � 1 ;

co oznacza, ·ze ma on w÷asnósci sumacyjne. Jego
odpowiedzi ¾a impulsow ¾a jest bowiem k � 1n, co oznacza, ·ze
reakcj ¾a na pobudzenie xn jest k

nP
i=0

xi. Regulator jest za-

tem dyskretnym odpowiednikiem ca÷kuj ¾acego regulatora I.
Zak÷adamy ponadto, ·ze system zamkni¾ety jest stabilny.
Aby wyznaczýc "1, zauwa·zmy, ·ze

K(z) =
kz

z � 1KO(z);

1patrz: 7. Transformacja Z, § 2.3.
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sk ¾ad wynika, ·ze

KE(z) =
1

1 +
kz

z � 1KO(z)

=
z � 1

(z � 1) + kzKO(z)

i w rezultacie, przy za÷o·zonym sygnale y0n = 1n,

E(z) =
z

z � 1KE(z) =
z

z � 1
z � 1

(z � 1) + kzKO(z)

=
z

(z � 1) + kzKO(z)

co, po zastosowaniu wspomnianego wczésniej twierdzenia
granicznego, prowadzi do wniosku, ·ze

"1 =
z

(z � 1) + kKO(z)

����
z=1

= 0:

Prawdziwa jest wi¾ec nast¾epuj ¾aca w÷asnóśc:

W÷asnóśc 1.2 W stabilnym systemie automatycznej regu-
lacji typu I

"1 = 0:

Transmitancj ¾a systemu zamkni¾etego jest teraz

KZ(z) =

kz

z � 1KO(z)

1 +
kz

z � 1KO(z)

=
kzLO(z)

(z � 1)MO(z) + kzLO(z)
:

Ró·znica pomi¾edzy stopniami wielomianów w liczniku i
mianowniku jest równa m � l, czyli jest taka sama jak
przy regulacji P. Wynika st ¾ad, ·ze opó́znienienie odpowiedzi
skokowej jest tak·ze takie same, równe m� l.
Szybkóśc dzia÷ania systemu regulacji mierzona opó́znie-

niem odpowiedzi skokowej jest zatem dla regulacji P oraz I
taka sama.

2 System ci ¾ag÷y sterowany dyskretnie

Instaluj ¾ac w ci ¾ag÷ym systemie dynamicznym urz ¾adzenie
nazywane impulsatorem, zamienia si¾e go niejako w system
dyskretny.

2.1 Zamiana sygna÷u ci ¾ag÷ego na dyskretny

2.1.1 Impulsator

Wej́sciem impulsatora, patrz rys. 2.1, jest sygna÷u(t),
natomiast wyj́sciem

u�(t) =

1X
n=0

u(nT )�(t� nT ): (2.1)

Zamienia wi¾ec on funkcj¾e czasu w ci ¾ag impulsów Diraca,
modulowanych przez jej wartósci w chwilach 0; T; 2T; : : :.
Liczba T nazywa si¾e okresem impulsowania.
Impulsator mo·ze wspó÷pracowác z ekstrapolatorem ozna-

czonym na rys. 2.2 jako E. Jego wej́sciem jest ci ¾ag
impulsów Diraca jak w (2.1). Wyj́sciem u(t) jest nato-
miast funkcja sta÷a pomi¾edzy chwilami, w których dzia÷a
impulsator, tzn. sta÷a na odcinkach [0; T ); [T; 2T ); : : :. Na
odcinku [0; T ) przyjmuje ona wartóśc u(0), na [T; 2T )
wartóśc u(T ), na kolejnym [2T; 3T ) wartóśc u(2T ) itd.
Ogólnie zatem

u(t) = u(nT ), dla t 2 [nT; (n+ 1)T ):

T u*(t)u(t)

Rys. 2.1: Impulsator.

T
E

u(t)u(t) u*(t)

Rys. 2.2: Impulsator z ekstrapolatorem.

2.2 System ci ¾ag÷y sterowany przez impulsator

Ci ¾ag÷y obiekt regulacji mo·ze wspó÷pracowác z dwoma
synchronicznie dzia÷aj ¾acymi impulsatorami o okresie T , z
których jeden znajduje si¾e na wej́sciu tego obiektu, a drugi
na wyj́sciu, rys 2.3. Sygna÷y u�(t) i y�(t) s ¾a ci ¾agami
impulsów Diraca, przy czym u�(t) dane jest wzorem (2.1),
natomiast

y�(t) =
1X
n=0

y(nT )�(t� nT ):

Z sygna÷em u�(t) mo·zna w sposób wzajemnie jednoz-
naczny skojarzýc ci ¾ag liczbowy u0 = u(0); u1 = u(T ); u2 =
u(2T ); : : :, a z sygna÷em y�(t) ci ¾ag y1 = y(0); y1 =
y(T ); y2 = y(2T ); : : :. Ci ¾ag wej́sciowy fun;n = 0; 1; : : :g jest
przez system dynamiczny przekszta÷cany w ci ¾ag wyj́sciowy
fyn;n = 0; 1; : : :g. System, który to robi, jest oczywíscie
dyskretny.

yn

u*(t)
K(s)

y(t) y*(t)u(t)

un
G(z)

Rys. 2.3: Obiekt ci ¾ag÷y sterowany przez impulsator.

Znajdziemy teraz jego transmitancj¾e. Za÷ó·zmy w tym
celu, ·ze warunek pocz ¾atkowy w obiekcie (tzn. systemie
ci ¾ag÷ym o transmitancji K(s)) jest zerowy i u(t) = �(t).
Zatem y(t) = k(t) i, w rezultacie, yn = k(nT ). Wej́sciem
systemu dyskretnego o transmitancji G(z) jest wi¾ec un =
�n, wyj́sciem jest yn = k(nT ). Zatem

G(z) = Zfk(nT )g:

Schemat post¾epowania przy znajdywaniu transmitancji
dyskretnej pokazany jest poni·zej:

K(s)
L�1
=) k(t) =) Zfk(nT )g = G(z): (2.2)

Przyk÷ad 2.1 Niech K(s) = 1=(s + �). Poniewa·z k(t) =
e��t, a zatem kn = e�n�T . W rezultacie G(z) = z=(z �
e��T ).

Przyk÷ad 2.2 Dla K(s) = 1=s znajdujemy k(t) = 1.
Wynika st ¾ad, ·ze kn = 1. Zatem G(z) = z=(z � 1).
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2.3 System ci ¾ag÷y, impulsator i ekstrapolator

Impulsatorowi znajduj ¾acemu si¾e na wej́sciu obiektu ci ¾ag÷ego
o transmitancji K(z) mo·ze towarzyszýc ekstrapolator, co
pokazano na rys. 2.4. System, który przekszta÷ca sygna÷
un = u(nT ) w yn = y(nT ) jest natury dyskretnej.

E

yn

K(s)

u(t)u*(t) y*(t)u(t) y(t)

un
H(z)

Rys. 2.4: Obiekt ci ¾ag÷y sterowany przez impulsator z
ekstrapolatorem.

W celu znalezienia jego transmitancji zak÷adamy, ·ze w
systemie ci ¾ag÷ym o transmitancjiK(s) warunek pocz ¾atkowy
jest zerowy i u(t) = �(t), tzn. un = �n. W sytuacji takiej
u(t) = 1(t) � 1(t � T ), a zatem y(t) = �(t) � �(t � T ). W
rezultacie yn = �(nT ) � �((n � 1)T ). Transmitancj ¾a jest
wi¾ec

H(z) = Z f�(nT )� �((n� 1)T )g
= Zf�(nT )g � z�1Zf�(nT )g;

czyli

H(z) =
z � 1
z
Zf�(nT )g:

Mo·zemy wi¾ec podác nast¾epuj ¾acy schemat post¾epowania,
który prowadzi do transmitancji dyskretnej:

K(s) =) 1

s
K(s)

L�1
=) �(t)

Z
=) Zf�(nT )g

=) z � 1
z
Zf�(nT )g = H(z):

Przyk÷ad 2.3 Niech K(s) = 1=(s + 1). Poniewa·z
�(t) = 1 � e�t, wi ¾ec �(nT ) = 1 � e�nT . Zatem
transmitancj ¾a systemu dyskretnego jest H(z) = (1 �
e�T )z= (z � 1)

�
z � e�T

�
.

Przyk÷ad 2.4 Dla K(s) = 1=s odpowiedzi ¾a skokow ¾a jest
�(t) = t. Zatem �(nt) = nT i w rezultacie H(z) = Tz=(z�
1)2.

3 Regulacja �obiekty ci ¾ag÷e

Wykorzystuj ¾ac impulsator i ekstrapolator mo·zna budowác
systemy automatycznej regulacji, w których obiekty ci ¾ag÷e
sterowane s ¾a w sposób dyskretny. Przyk÷ad takiego systemu
z impulsatorami pokazano na rys. 3.1.

!

w*(t)

g*(t)w(t)

y(t) y0*(t)

KR(s)

KO(s)
y*(t)

y0(t)

Rys. 3.1: Uk÷ad automatycznej regulacji z impulsatorami.

Z uwagi na to, ·ze sygna÷y y�0(t), "
�(t), w�(t) oraz

y�(t) mo·zna uto·zsamíc z ci ¾agami liczbowymi y0n, "n,
wn oraz yn, sporz ¾adzamy schemat systemu dyskretnego
pokazany na tym samym rysunku. Nale·zy zaznaczýc,

·ze o ile system ci ¾ag÷y z impulsatorami istnieje realnie,
o tyle system dyskretny jest jedynie schematem, czyli
pewn ¾a abstrakcj ¾a. Po wyznaczeniu, zgodnie z procedur ¾a
(2.2) transmitancji GO(z) oraz HR(z), czyli zast¾epczych,
dyskretnych transmitancji obiektu i regulatora, mo·zna
przeprowadzíc analiz¾e w÷asnósci powsta÷ego w ten sposób
systemu dyskretnego, rys. 3.2.

!

yn y0n

wn gnHR(z)

GO(z)

Rys. 3.2: Dyskretny uk÷ad automatycznej regulacji.
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